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LL Définition de la fonction inverse. 


1. Soit w =/f(:) une fonction méromorphe de la variable com- 
plexe 2. Cette fonction peut être représentée dans tout le plan 
par le quotient de deux fonctions entières 


(1) 0 = - 


qu’on peut supposer sans zéros communs et dont l’une au plus 
se réduit à un polynome. 

Soit z, un point où la dérivée f’(z) de la fonction méromorphe 
est finie et différente de zéro. En vertu de la relation 


(2) Cv (2), 

à ce point correspond un point #, à distance finie. D’après la 
théorie des fonctions implicites, on peut décrire des points 2, et 
“, comme centres, dans les plans respectifs des 2 et des «, des 
cercles y, et €, tels que, pour toute valeur « contenue dans ©,, 
l'équation (2) admette une racine unique z comprise dans }. 
Dans l’intérieur du cercle €, cette racine est représentée par 
une série entière convergente !) 


(3) 2 = 20 + Ÿ (w — w,). 


RS 
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Si w désigne un point quelconque intérieur à c,, l'équation (2) 
sera par suite vérifiée identiquement lorsqu'on y substitue à z 
sa valeur prise de la relation (3). 


1) Nous désignons par Ÿ({) une série procédant suivant les puissances 
entières de £, convergente tant que {| reste inférieur à une certaine limite 
et s'annulant pour {=0, et qui d'ailleurs n'est pas la même dans les diffé- 
rentes formules qui suivent. 


Désignons par e,, l’élément de fonction (3), par c., son cercle 
de convergence. 

Nous ferons d’abord voir que, pour toute valeur « intérieure 
à C, l'équation (2) est vérifiée si l’on y substitue à z la va- 
leur (3). 

Si l’on écrit la relation (1) sous la forme 


H,(2)—1%2Æ,(2—=0 


et si, dans le premier membre de cette équation, on substitue à 
z l’expression (3), on aura une fonction de # qui est holomorphe 
en tout point intérieur à ©, puisque (2) et H, (2) sont des 
fonctions entières. Or cette fonction de « s’annule identique- 
ment à l’intérieur du cercle c, défini plus haut, et, en vertu 
d'une proposition connue sur les séries entières, elle doit donc 
s’annuler en tout point intérieur au cercle €, Dans ce cercle 
la série (3) satisfait donc à la relation précédente, et par suite 
aussi à la relation (2), puisque, par hypothèse, A, (2) et ZX (2) 
ne s'évanouissent pas simultanément. 

Comme la fonction f(2) est uniforme, on en conclut qu’en 
deux points distincts intérieurs au cercle c,, la série (3) prend 
nécessairement des valeurs différentes. Donc la relation (3) 
établit une correspondance univoque entre l’intérieur du cercle 
€ du plan des #” et l’intérieur d’un certain domaine *x,, du 
plan des z qui ne se recouvre pas lui-même. D’après ce qui 
précède, deux points correspondants et 2 satisfont toujours à 
l'équation (2). Puisqu’à tout point intérieur à +#,, correspond 
un point «# à distance finie, ce domaine ne renferme aucun pôle 
de la fonction méromorphe f(:). Enfin, en différentiant par 
rapport à « l'équation (2) après qu’on y aura substitué à 2 la 
série (3) on trouve | 

dz 


1=f"C) 5 


dc? 


d’où l’on conclut que f’(2) ne s’annule pas dans le domaine x«.., 
et que, par suite, la correspondance entre les domaines c,, et »,, 
est conforme en tout point intérieur. 

Pour toute valeur # intérieure à c,, l'équation (2) admet ainsi 
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une racine et une seule intérieure à x,,, et cette racine est re- 
présentée par la série (3). 


2. Considérons maintenant l’ensemble des points 2 pour les- 
quels la dérivée f’(2:) est finie et différente de zéro. En for- 
mant pour chacun de ces points l’élément inverse correspon- 
dant (3), on obtiendra un ensemble infini Æ d’éléments de fonc- 
tion dont chacun est représenté par une série entière conver- 
gente. Désignons d’une manière générale par e, l’élément de 
l’ensemble Æ£ correspondant au point 2, par c. son cercle de 
convergence et par x, le domaine du plan des 2 sur lequel 
l’intérieur du cercle c, se trouve représenté par cet élément. 

Nous allons démontrer que les éléments de l'ensemble E consti- 
tuent une seule fonction analytique z = p (æ), qui est, par défini- 
tion, la fonction inverse de la fonction méromorphe w — f (2). 

Pour cela nous devons établir 

l:o que tout prolongement analytique d’un élément de l’en- 
semble Æ£ donne un autre élément de cet ensemble; 

2:0 que tout élément de l'ensemble Æ peut s'obtenir par pro- 
longement analytique d’un élément donné de cet ensemble. 

Démontrons d’abord la proposition 1:0 pour le prolongement 
immédiat !) de l’élément (3) à un point w, intérieur à son cercle 
de convergence c,. A ce point l’élément e., fait correspondre 
un point 2, intérieur à x,,, et le prolongement immédiat de la 
série (3) au point w, donne donc, d’après le n° 1, pour toute 
valeur # contenue dans un certain cercle autour de ce point la 
racine unique de l’équation (2) comprise dans un certain cercle 
de centre z,. Mais, puisque le point 2, est intérieur à x.,, la 
dérivée f’(:,) est finie et différente de zéro, et à ce point cor- 


1) Pour simplifier l'exposition, nous conviendrons de dire que deux séries 
de puissances sont Les prolongements immédiats l'une de l’autre, si leurs cercles 
de convergence ont une partie commune et si dans cette partie les séries 
prennent les mêmes valeurs. Cette notion s'étend aux séries de puissances 
fractionnaires, lesquelles seront appelées les prolongements immédiats l'une 
de l'autre si, dans la partie commune de leurs cercles de convergence, une 
détermination de l'une de ces séries se confond avec une détermina‘ion de 
l'autre. 


respond donc un élément e,, de l’ensemble Æ qui représente la 
même racine dans un certain voisinage de #,. Donc cet élé- 
ment se confond avec le prolongement considéré de la série e... 

Ceci posé, comme tout prolongement de la série (3) s’effectue 
par un nombre fini de prolongements immédiats, on n’aura qu’à 
appliquer aux prolongements successifs le raisonnement précé- 
dent pour reconnaître l’exactitude de la proposition 1:0. 

De ce qui précède on tire le corollaire suivant dont nous 
aurons à faire usage dans la suite: : 


Si deux éléments e., et e., de l'ensemble E prennent en un point 
commun w—"w" de leurs cercles de convergence la même valeur 
z—2", tls sont les prolongements inonédiats l'un de l'autre. 


En effet, les domaines x,, et +x,, renfermant tous les deux le 
point z', l'élément e, sera le prolongement immédiat de chacun 
des éléments e,, et e.,, qui seront donc bien les prolongements 
immédiats l’un de l’autre. 

Abordons maintenant la proposition 2:0. Étant donné un élé- 
ment quelconque e, de l’ensemble E£\ distinct de l’élément e.,, 
joignons les points z, et 2” par une courbe Î° ne se coupant pas 
elle-même, située toute entière à distance finie, et sur laquelle la 
dérivée f’(2) est finie et différente de zéro. Soit z, le premier 
point de rencontre de F° avec le contour du domaine x.,. À ce 
point correspond un élément e,, et le point 2, sera compris 
dans le domaine *,, qui s'étend à l’extérieur de x, Si 2, dé- 
signe le premier point de rencontre de T° avec le contour de 
*,, au delà de 2,, ce point 2 fera à son tour partie d’un do- 
maine *x,,, et ainsi de suite. 

Puisque deux domaines successifs quelconques de la suite x,,, 
X1,... Ont une partie commune, €6,,, €, ... sont les prolonge- 
ments immédiats l’un de l’autre, comme on le voit directe- 
ment en appliquant le corollaire précédent. Nous n’avons donc 
qu’à démontrer qu’il existe un nombre fini x tel que le point 
z" soit intérieur au domaine x,. S'il n’en était pas ainsi, la 
suite des points 2,, 2,..., 2, ... aurait un point-limite 2 situé 
sur Z. Puisque f'(2) est finie et différente de zéro, ce point 2 
fait partie d’un domaine *:, et aux points 2, compris dans ce 
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domaine correspond une suite de points w, intérieurs au cercle 
c; et tendant vers le point w—#f(2). D'après le corollaire ci- 
dessus, le prolongement immédiat de e; à un quelconque de ces 
points w, se confond avec l’élément e. correspondant. Or on 
peut évidemment trouver un y assez grand pour que le point 
& soit intérieur au cercle c,. Le domaine x, renfermerait donc 
le point z, ce qui est contraire à l'hypothèse. La proposition 
ci-dessus se trouve ainsi complètement démontrée. 


3. Nous n'avons considéré jusqu'ici que les éléments de g (w) 
qu’on peut déduire de l’élément initial (3) par prolongement 
analytique au sens de WEIERSTRASS, et qui correspondent aux 
points z pour lesquels la dérivée f”(2) est finie et différente 
de zéro. | 

Soit maintenant z, un pôle simple de la fonction w—=#f(2); 
celle-ci sera représentée dans un certain cercle autour de 2, par 
une série convergente de la forme 


[1 + Ÿ (2 dé ADP 


«a 
Z2— 2 


tÙ = 


d’où il suit 
1 772% 


0 «l 


[1+9(2—2)l. 


Cette égalité définit inversement z2 comme une fonction de w 
qui est holomorphe à l’extérieur d’un certain cercle autour du 
point w —0, et qui y sera représentée par une série convergente 
de la forme : 

2=20+Ÿ (a) 
À tout pôle simple de f(:) correspond donc un élément régulier 
de la fonction inverse relatif au point # = «. 

D'ailleurs l’étude de la fonction g(w) dans le voisinage du 
point w— se ramène à l'étude de la fonction w (w), inverse 
de la fonction méromorphe | 
1 _ (2) 


_f@Q 4€) 
dans l’entourage du point w —0. C’est pourquoi, dans la suite, 
nous n'’insisterons jamais sur l’étude de œ(w) pour w—= «. 


IT. Les points critiques de la fonction inverse. 


4. Prolongeons maintenant l'élément (3) de la fonction in- 
verse z2— g (w) suivant un chemin G& partant du point w,. Les 
éléments successifs de g (w) font correspondre à G une courbe 
T dans le plan des 2. Si les rayons des cercles de convergence 
de ces éléments décroissent vers zéro lorsque w tend vers un 
point w de G, ce point est pour la fonction inverse un point 
critique. Nous allons démontrer que z converge vers une valeur 
déterminée lorsque w tend vers w suivant G. 

À cet effet décrivons autour de l’origine du plan des 2 un 
cercle C arbitrairement grand, sur la circonférence duquel n’est 
située aucune racine de l'équation 
(4) f (2) = d, 
et désignons par s, le minimum du module |f(z)— sur cette 
circonférence. A l’intérieur de C l'équation (4) n’admet qu’un 
nombre limité de racines 213 Zay es 2n. Entourons ces racines 
de petits cercles c,, ©,..., c,, extérieurs les uns aux autres 
mais intérieurs à C, et désignons par «, la plus petite valeur 
de ‘f(2}—© sur les circonférences de ces cercles. Soit enfin 
e le plus petit des nombres s, et «. Dans le domaine fini 7 


1 
limité par les cercles ec, co, ..., €, et C, la fonction --——— 
P 1» “2? | , f (2) — © 
est holomorphe, et son module atteint donc son maximum sur 


2 LL 
le contour de ce domaine. Ce maximum étant égal à o il s’en- 


suit qu’on a |f(:}—w|>e en tout point à l’intérieur de T. 
Par hypothèse le prolongement analytique de la série (3) sui- 
vant G& est possible jusqu’à un voisinage arbitrairement restreint 
de w, Or il résulte de ce que nous venons de dire que, dès 
que le point # sera intérieur au cercle :# —æw|=#, le point 
correspondant 2 — q (w) sera extérieur au domaine T'et restera, 
par suite, compris soit dans un.cercle ç, bien déterminé, soit 
dans la partie du plan extérieure à C. Ceci étant vrai quelque 
grand que soit le cercle C et quelque petits que soient les 
cercles €, C,..., €,, On aura donc la proposition suivante: 
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Si on prolonge un élément de la fonction inverse 2 = g (w) sui- 
vant un chemin aboutissant à un point critique w, 2 tend soit vers 
une valeur finite déterminée satisfaisant à l'équation f(2) = w, soit 
vers l'infini. | 

5. Traitons d’abord le cas où, & tendant vers le point criti- 
que w (à distance finie} 2 converge vers une racine & de l’équa- 
tion (4). On aura nécessairement f’(t)=0. En effet, s’il n’en 
était pas ainsi, au point & correspondrait un élément régulier 
e, de q(w). En vertu du corollaire du n°2, cet élément serait 
le prolongement immédiat de l’élément de g (w) correspondant à 
un point de G intérieur au cercle c;, et suffisamment rapproché 
du point w pour que le point correspondant 2 de la courbe 7 
soit intérieur au domaine *;,; par suite le point w ne serait pas 
critique pour la branche considérée de œ (w). 

Au voisinage du point z2—&6 la fonction w=—f(z) est donc re- 
présentée par une série convergente de la forme 


(6) w= 0 + ax(2— €) [1 +7 (2 — 6)], 


où 4 désigne un entier supérieur à l’unité. En prenant la ième 
racine, on en conclut 


1 1 1 l 


(6) (w— a) a (2-0 [1+P(G-0) = (2-0 11+P(-01 


D’après la théorie des fonctions implicites, il existe un cercle 


y’ de centre £ et un autre cercle c’ de centre © tels que, si w 
1 


reste compris dans c’, à toute détermination de (w—w)" cor- 

respond une racine et une seule de l’équation (6) comprise 

dans y’. Dans le cercle c', cette racine est représentée par une 

série convergente procédant suivant les puissances entières de 
1 


(a — w | | 
(7) z=$+ a," (ww) Hi + pleut). 


Donc, si w fait partie de c’, les racines de l’équation (5), ou bien 
de l’équation 
(2) w = f (2), 
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situées à l’intérieur du cercle y’, seront représentées par les 


branches de la série (7) correspondant aux différentes détermi- 
l 


nations de (20 — w)”, D’après la forme de cette série, ces 4 ra- 
cines sont toutes différentes entre elles à l’intérieur d’un cercle 
concentrique à c’ et suffisamment petit. 

Par le même raisonnement qu’au n° 1 on montre que Ia série 
(7) vérifie la relation (2) dans tout son cercle de convergence c. 
La fonction représentée par cette série peut être regardée comme 
uniforme sur une surface F' de Riemann à k feuillets, étendue 
sur le cercle c et présentant en «w un point de ramification 
d’ordre &. | 

A un point w, de F distinct de « correspond, en vertu de la 
relation (7), un point 2, où la dérivée f” (2) est finie et différente 
de zéro, ce qu’on prouve comme au n°1. Au point 2, corres- 
pond donc un élément e,, de la fonction inverse, et le corollaire 
du n°2 fait voir que le prolongement immédiat de la série (7) 
au point w, (cf. la note p. 3) se confond nécessairement avec 
cet élément. Tout prolongement de la série (7) rentre ainsi 
dans l'ensemble E. 

A deux points non superposés de la surface F correspondent 
toujours deux valeurs distinctes de la série (7), puisqu'elle vé- 
rifie la relation (2) et que la fonction f(2) est uniforme. Il en 
est encore de même pour deux points superposés appartenant 


à des feuillets distincts de F, c’est-à-dire correspondant à des 
1 


déterminations différentes de (w — w)*, En effet, si en ces points 
la série (7) prenait des valeurs égales, ses prolongements immé- 
diats aux mêmes points seraient identiques, en vertu du corol- 
laire du n° 2, et, si on les continue vers le point ©, ils de- 
vraient donc se confondre dans un voisinage arbitrairement 
restreint de ce point, ce qui n’a pas lieu. 

En somme on voit donc que la relation (7) établit une cor- 
respondance univoque entre l’intérieur de la surface F' et l’in- 
térieur d’un certain domaine x du plan des z qui ne 8e recouvre 
pas lui-même. La correspondance est conforme en tout point 
intérieur, sauf aux points à et w qui 8e correspondent. 
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Reprenons maintenant la courbe G du plan des w, suivant 
laquelle nous avions prolongé l’élément (3) de la fonction in- 
verse, et la courbe correspondante T° du plan des z. Soit w, 
un point de & compris dans le cercle de convergence c de la 
série (7) et assez proche de « pour que le point correspondant 
z, de la courbe J soit intérieur au domaine x défini ci-dessus. 
De ce qui précède il résulte que l’élément de la fonction œ (w) 
avec lequel on arrive au point w,, en prolongeant l’élément (3) 
le long de la courbe G, se confond avec le prolongement immé- 
diat de la série (7) au même point. Nous avons ainsi démontré 
que st 2 tend vers une valeur finie lorsque w tend vers un point 
singulier w, ce point est un point critique algébrique pour la fonc- 
lion inverse z =  (w). 

Si au contraire la fonction inverse œ(w) tend vers l'infini 
lorsque w tend vers le point w, ce point ne saurait être un 
point critique algébrique pour g(w). En effet, si w était un 
point algébrique, on aurait dans son voisinage 


1 
a plee-f]} 
(0 — w)° 
k étant un entier positif, d’où il suivrait pour la fonction w = f(2), 
dans le voisinage du point 2 = ©, un développement de la forme 


po=e+S[1+p (0) 


ce qui est impossible puisque 2=« est pour f(:) une singula- 
rité essentielle. Un raisonnement analogue prouve que le point 
œw ne saurait être un pôle pour la fonction œ (w). 

Il résulte de ce qui précède que tout point critique algébri- 


+ en que à distance finie de la fonction q(w) correspond à une ra- 
| cine de l’équation 
(8) f ()=0. 


Inversement à une racine quelconque de l’équation (8) corres- 
pond un développement de la forme (7) qui vérifie la relation 
(2} et le point correspondant w est donc un point critique al- 


2 


gébrique pour œ(w). Nous arrivons donc à cette conclusion: 
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La fonction inverse n’admet (à distance finte) d'autres points cri- 
liques algébriques que les points uw, wtn, ..., e&®), ... définis par 
les relations 

fGM)=0; wn = f (20). 


Si la fonction méromorphe admet des pôles multiples, le point 
w = æ sera évidemment point critique algébrique pour certaines 
branches de la fonction inverse. 

Pour plus d’uniformité, nous conviendrons de considérer aussi 
les séries de la forme (7) correspondant aux zéros de f” (2) 
comme des éléments de la fonction q(w), en les appelant ele- 
ments algébriques de cette fonction. Désignons par e 1, l'élément 


algébrique de g (w) 


1 
z2=20 + TD PF — woÿl 
correspondant au point 2°, par €," son cercle de convergence, 


par Fi la surface de Riemann étendue sur ce cercle, et par 


x y le domaine du plan des z sur lequel se trouve représentée : 


cette surface en vertu de la relation précédente. 

Si le chemin G traverse un point critique w!, le prolonge- 
ment de g(w) suivant ce chemin s’arrête nécessairement à w!"! 
Mais si l’on convient de contourner le point w®) par un arc de 


cercle intérieur au cercle c ,, et laissant le point w d’un côté 
Z 


déterminé, on définit d’une manière univoque le prolongement 
au delà de ce point. 

Si, lorsqu'on prolonge q (w) suivant & en contournant suivant 
une loi donnée les points critiques algébriques, on s'arrête à 
un point w au delà duquel le prolongement, au sens que nous 
venons de définir, sera impossible à effectuer, le point z= g (w) 
tend nécessairement vers l'infini lorsque « tend vers w. En 
effet, d’après la proposition du n° précédent, le point 2 doit 
tendre vers une valeur déterminée lorsque w tend vers w; mais 
cette valeur ne saurait être finie, puisque, dans ce cas, il lui 
correspondrait un élément régulier ou algébrique de g(#), de 
sorte que le prolongement serait possible au delà du point «. 


= = nn, 


. 4 


Or — 
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De ce qui précède on conclut encore qu’étant donné, dans le 
voisinage d’un point #w,, une suite d'éléments de œ(w) 


2 = 2n + D, (ù — 1), (n =1,2,...) 


différents entre eux en w,, si ces éléments peuvent, à des points 
critiques algébriques près, être prolongés suivant un chemin G 
partant de w,, ils prendront des valeurs différentes en chaque 
point de G distinct des points critiques. Si, en effet, deux de 
ces éléments, prenaient la même valeur en un point où ils sont 
holomorphes ils seraient identiques, d’après le corollaire du n° 2, 
et leurs prolongements se confondraient donc le long de G et, 
par suite aussi au point #,, Ce qui est contraire à l’hypothèse. 


Le nombre des points 2°) et «() peut être fini ou infini, mais 
il est toujours dénombrable. Parmi les points «* plusieurs, 
et même une infinité, peuvent se confondre. Tandis que les 


points 2° n’admettent aucun point-limite à distance finie, il 
peut bien en exister pour les points w).. 


6. Supposons maintenant que 2 tend vers l'infini lorsque w 
tend vers « suivant la courbe &. Comme ce point, d’après le 
n° précédent, ne peut être ni un point critique algébrique ni 
un pôle, il est, d’après la terminologie de M. PAINLEVÉ !} ou 
un point singulier essentiel ou un point transcendant ordinaire, sui- 
vant que la branche considérée de g@(w) est ou non indéterminée 
au point &. 

Précisons d’abord ce qu’on doit entendre par là. Considérons 
la courbe T° décrite par le point z= g (w) lorsque w tend vers 
suivant G&. Soit c un cercle de centre w et de rayon. A partir 
d’un certain point 2, de la courbe J, l’inégalité ‘f(2)-©|<r 

“restera constamment vérifiée sur cette courbe. Si l’on prolonge 


se 
> ” 


alors l'élément e, de @(w) suivant tous les chemins possibles 
intérieurs à ec, aux points w compris dans ce cercle correspon- 
dra un ensemble de points z qui constituent, avec leurs points- 
limites, un domaine connexe 4, renfermant la courbe ['à partir 


du point 2. Lorsque 7 tend vers zéro, le domaine 4, tend vers 


1) P. PAINLEVÉ: Notice sur ses travaux scientifiques, Paris 1900, p. 20. 
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un domaine-limite connexe 4,, qui est appelé domaine d'indé- 
termination de la fonction .g (w) au point w. Si ce domaine se 
réduit à un seul point, on dit que la branche considérée de 
g (w) est déterminée au point w, tandis qu’elle y est indéterminée 


au cas contraire. Ainsi par ex. les fonctions log w et w° (a réel) 
L 


sont déterminées au point w=—0, tandis que log sin . et a” 
y sont indéterminées. 

Ceci posé, nous ferons voir que la branche considérée de la 
fonction inverse g (w) est déterminée au point ©. 

La courbe TZ du plan des z qui correspond à la courbe G 
‘s'étend, par hypothèse, à l'infini, et la fonction w—=/f(z) tend 
vers w sur cette courbe: Or, d’après la démonstration du n° 4, 
le point z=— y (w) sera extérieur au cercle C dès que w—w;<e, 
puisque dans le cas contraire z devrait tendre vers un point à 
distance finie lorsque # tend vers w. Il s’ensuit que, pour r< 6, 
le domaine 4, sera situé tout entier à l’extérieur du cercle C, 
et le domaine d’indétermination 4, se réduit donc au point à 
l'infini, ce qui démontre notre assertion. Nous avons ainsi 
démontré que, s2 z tend vers l'infini lorsque w tend vers un point ©, 
ce point est pour la fonction inverse z2=œ(w) un point transcen- 
dant ordinaire, ou, plus simplement, un point transcendant. 

De la proposition du n° 4 on conclut maintenant: 


La fonction inverse n'admet d'autres singularités que des points 
critiques algébriques et des points transcendants.  . 

Nous avons vu que, si &w est un point transcendant de œ (w), 
il y a dans le plan des 2 un chemin 7° s'étendant vers l'infini 
sur lequel f (2) tend vers «©. Inversement, s’il existe une courbe 
T de cette espèce, le point « est pour q(w) un point transcen- 
dant. En effet, à T° correspond dans le plan des w une courbe 
& tendant vers le point w. L’élément e, de q (w) correspondant 
à un point z de Î' pourra être prolongé suivant @ jusqu’au 
point ©, en contournant les points critiques algébriques par 
des arcs de cercles infiniment petits convenablement choisis, 
de telle sorte que le point z2—æ(w) décrive la courbe 7° en 
s’éloignant vers l'infini lorsque ” tend vers w. 


d 
ee 
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Appelons avec M. VALIRON!) chemin de détermination &w un 
chemin du plan des z allant à l'infini, sur lequel la fonction 
f() tend vers w. Appelons de plus «© une valeur asymptotique 
de f(2) s’il existe un chemin de détermination w. Nous pouvons 
alors énoncer notre résultat sous la forme suivante: 


Les points transcendants de la fonction inverse z= @ (w) se con- 
fondent avec les valeurs asymptotiques de la fonction méromorphe 
w = f (2) ?). | 

Dans la Section VI nous reviendrons sur l’étude des points 
transcendants. | 


7. Puisqu’une fonction méromorphe prend toute valeur don- 
née, à l’exception de deux valeurs au plus, en une infinité de 
points, la fonction inverse admet nécessairement une infinité de 
branches. Ces branches se permutent autour des points singu- 
liers de la fonction inverse, qui sont, comme nous l’avons vu, 
ou des points critiques algébriques ou des points transcendants. 

Considérons en particulier le cas où la fonction f (2) n’admet 
qu’un nombre fini de pôles multiples, et où sa dérivée f” (z) n’ad- 
met qu’un nombre fini de zéros. Parmi les branches de la fonc- 
tion inverse, il n’y a alors qu’un nombre limité qui se permutent 
autour des points critiques algébriques, et par suite les autres 
branches doivent se permuter autour des points transcendants. 
Le nombre des points transcendants doit être de deux au moins, 
puisqu'il ne peut y avoir aucune fonction multiforme dont une 
infinité de branches se permutent autour d’un seul point de ra- 
mification. Nous trouvons donc cette proposition intéressante: 


1) G. VALIRON: Sur les fonctions entières d'ordre nul et d'ordre fini et en 
particulier les fonctions à correspondance régulière, Thèse, Toulouse 1914, p. 135. 

?) Ce résultat a été signalé par M. HURWITZ dans sa Note: Sur les points 
critiques des fonctions inverses, Comptes Rendus, Tome 143, 1906, p. 877. 

Dans son Mémoire: Sur l'indétermination d'une fonction uniforme au voisi- 
nage d'une singularité transcendante (Ann. de l'Éc. Norm., 1908), M. Bourroux 
dit (p. 362) que la dérivée d'une fonction entière f(z) tend vers zéro sur 


tout chemin allant à l'infini sur lequel f (2) tend vers une valeur-limite finie. 


TT : : sin (2? . 
Ceci n'est pas exact, comme le montre la fonction très simple RE) , qui 


tend vers zéro sur l'axe réel, tandis que sa dérivée n’y tend vers aucune limite. 
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Si une fonction méromorphe n'admet qu'un nombre fini de pôles 
multiples, et si sa dérivée n'admet qu'un nombre fini de zéros, la 
fonction présente au moins deux valeurs asymptotiques. 


De cette propriété jouissent par ex. les fonctions entières de 
la forme 


f (2) mn e” P(2) dz, 


où (2) est une fonction entière quelconque et P(2) un poly- 
nome. Ainsi la fonction 


considérée par M. HURwITZ, admet trois valeurs asymptotiques; 


elle tend en effet vers la valeur é sur l’axe réel positif, vers 


Vr 
la valeur —g Sur l’axe réel négatif, et vers l'infini sur l’axe 


imaginaire. 

Inversement, si la fonction w —f(2:) n’admet aucune valeur 
asymptotique, sa dérivée doit s’évanouir en une infinité de points, 
et les valeurs correspondantes w ne peuvent pas toutes se con- 
fondre. Comme exemples de fonctions dépourvues de valeurs 
asymptotiques on peut citer les fonctions elliptiques. Soit en 
effet w = f(z:) une fonction elliptique méromorphe, et désignons 
par w, une valeür quelconque (finie ou non). Puisqu’à l'in- 
térieur de tout parallélogramme de périodes l’équation f (2) =w, 
n’admet qu’un nombre fini de racines, on pourra, de chaque 
racine de cette équation comme centre, décrire des cercles 
de même rayon de sorte que tous ces cercles soient extérieurs 
les uns aux autres. Sur leurs circonférences l’expression 
|[f(2)—w%, aura un minimum positif s (ou !f(:) un maximum 
fini M, si w, =), d’où il suit que, dans toute la partie du 
plan qui est extérieure à ces cercles, on aura f(:)—w,: >es 
(resp. |f (2) << Àf). Il ne peut donc exister aucun chemin de 
détermination w,, d’où il résulte que f (2) n’admet aucune valeur 
asymptotique, et, par suite, son inverse aucun point transcendant. 
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Puisqu’à toute valeur finie 2 correspond un élément régulier 
ou algébrique de la fonction inverse 2—œ(#w), cette fonction 
prend effectivement toute valeur finie pour une valeur finie 
ou infinie de la variable. Quant à la valeur 2— , on doit di- 
stinguer deux cas, suivant que la fonction méromorphe présente 
ou non des valeurs asymptotiques. Dans le premier cas œ(w) 
admet des points transcendants, et à chacun de ces points abou- 
tissent des chemins sur lesquels 2= (ww) tend vers l'infini. 
Dans le second cas, il n’y a pas de tel chemin, et la fonction 
z=qtlw) ne devient jamais infinie. 


IT. Le domaine 2. 


8. Soit maintenant dans le plan des w un cercle c de rayon r, 
ayant comme centre un point quelconque «w. Considérons en 
un point intérieur à ce cercle un élément de g(w), et prolon- 
geons-le suivant tous les chemins possibles ne sortant pas de c. 
Les valeurs correspondantes de 2 représentent un ensemble de 
points qui, avec leurs points-limites, constituent un domaine 
connexe 4. Les éléments de g (w) (y compris les éléments algé- 
briques) correspondant aux points z situés à l’intérieur de 4 
définissent dans le cercle c une portion ou une branche de cette 
fonction que nous désignerons brièvement par g,(w). 

Le domaine 4, qui peut s'étendre à l'infini, n’admet d’autres 
contours que les courbes y, en nombre fini ou infini, qui cor- 
respondent à la circonférence c. Sur chacun de ces contours } 


on a donc 

(9) fG)-ow:=r, 
tandis que l'inégalité 

(10) HORS 


subsiste en tout point compris dans l’intérieur du domaine 4. 

Dans le plan des z il peut d’ailleurs y avoir plusieurs domai- 
nes satisfaisant aux mêmes conditions que le domaine 4 consi- 
déré. S'il existe, en effet, à l’extérieur de un point 2 pour 
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lequel est vérifiée l’inégalité (10), ce point fera évidemment par- 
tie d’un autre domaine jouissant des mêmes propriétés. 

D'autre part, tout point z pour lequel est remplie l'inégalité 
(11) If@)—-owi>r 
fera partie d’un domaine 41’, à l’intérieur duquel subsiste cette 
même inégalité, tandis que la relation (9) est vérifiée sur son 
contour. 

L'ensemble des domaines .1 et 4” remplit évidemment tout le 
plan des z. Aucun de ces domaines ne peut renfermer inté- 
rieurement le point z2—, car dans ce cas l’une des inégalités 
(10) et (11) serait vérifiée dans un certain voisinage du point 
z2—, ce qui contredit la propriété fondamentale de la singu- 
larité essentielle. 

Tout domaine 4 est limité, comme nous l'avons déjà dit, par 
des courbes y correspondant à la circonférence c. Une courbe 
7 qui est fermée entoure soit un domaine fini .#, soit un do- 
maine fini /”. En appliquant le théorème connu suivant lequel 
une fonction monogène, holomorphe dans un certain domaine, 
atteint toujours sa plus grande valeur absolue sur le contour 
de ce domaine, on conclut que tout domaine fini À contient un 
zéro de f (2) —w, tandis que tout domaine fini -{” renferme un 
pôle de f(2). Du principe qui concerne la variation de l’argu- 
ment d’une fonction monogène correspondant à un circuit fermé 
de la variable, il résulte d’autre part que, pour toute valeur w 
satisfaisant à la condition :w'—w:<7r (resp. |w'—-w)>7r), un 
domaine fini 4 (resp. 4") renferme toujours le même nombre 
de racines de l'équation f(:)=4w", les racines multiples étant 
comptées avec leurs ordres respectifs. Si cette circonstance ne 
se présente pas, on peut inversement conclure que le domaine 
4 (ou 4”) est infini En particulier, si l’équation f (2) = w’ est 
dépourvue de racines à l’intérieur de .1 (ou :f”), ce domaine est 
nécessairement infini 

Si une courbe y n’est pas fermée, ses deux branches s’éten- 
dent à l'infini Cette courbe y s'obtient, en effet, par prolonge- 
ment d’un certain élément de œ@,(w) suivant la circonférence e, 
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en contournant les points algébriques par des arcs de cercles 
infiniment petits intérieurs à c. Si ce prolongement n’est pos- 
sible que jusqu’à un certain point w de c, qui est alors un point 
transcendant de q (w), le point z2—œ(w) tend vers l’infini lors- 
que w tend vers w, et la branche correspondante de y s'étend 
donc à l’infini. Supposons maintenant que le prolongement sui- 
vant c puisse se faire indéfiniment, sans qu’on soit jamais ar- 
rêté par un point transcendant, et choisissons dans le plan des 
z un cercle C arbitrairement grand. Nous devons établir qu’à 
partir d’un certain point de y, la branche considérée de cette 
courbe sera toute entière extérieure à C. Puisque, pour une va- 
leur quelconque w, remplissant la condition | w, — ©  —r, l’équa- 
tion f(z}=#, admet une suite infinie de racines situées sur y, 
tandis que, à l’intérieur de C, il n’y en a qu’un nombre limité, 
ces racines seront, à partir d’une certaine d’entre elles, toutes 
extérieures à C. Si notre assertion n’était pas vraie, la courbe 
y devrait rencontrer la circonférence C en une infinité de points 
qui auraient au moins un point-limite situé sur C, et un voisi- 
nage arbitrairement restreint de ce point-limite serait traversé 
par une infinité d’arcs distincts de la courbe (9). Mais un tel 
point ne saurait être ni un point d’holomorphie ni un pôle pour 
f(@), ce qui implique une contradiction. 

Faisons encore la remarque suivante qui nous sera utile plus 
loin: 

Étant donnée une valeur quelconque, w =, et un cercle C arbi- 
trairement grand autour du point z2—=0, on pourra choisir r st petit 
que tout domaine infini 4 correspondant au cercle | w — w|<7r soit 
situé à l'extérieur de C. 


Choisissons en effet C de telle sorte que l’expression f (2) — w 
ne s’évanouisse pas sur sa circonférence, et que son module y 
ait par suite un minimum positif €. Si l’on prend r <e, un 
domaine 4 quelconque correspondant au cercle |w—w;<r ne 
peut évidemment renfermer aucun point de la circonférence C, 
et tout domaine infini 4 sera donc situé tout entier à l’exté- 
rieur de C. 


Lo 
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9. En conservant les notations du n° précédent nous allons 
maintenant démontrer la proposition suivante: 


Étant donné un élément quelconque de g ,(w), il existe un che- 
min compris dans c et tendant ters w suivant lequel cet élément 
peut être prolongé jusqu'au point w 1). 

Le théorème est évident si l'équation f(2)—« admet des ra- 
cines à l’intérieur de 4. Supposons donc que cette équation y 
soit dépourvue de racines, Le domaine 4 s'étend alors à l’in- 
fini, d’après le n° précédent. 

Soit z—4a un point quelconque extérieur à 4, et soit @ sa 
plus courte distance à la frontière de ce domaine. L’inégalité 


(12) Ig4(w)—-a|2ze 


restera alors vérifiée, de quelque manière qu’on prolonge q ,(w) 
dans le cercle c. Choisissons un cercle ©, concentrique à c et 
de rayon r”, (< r) arbitrairement petit. La proposition que nous 
avons en vue sera démontrée si l’on établit que, quelque petit 
que soit r1, 1 existe un élément de g ,(w) correspondant à un point 
w intérieur à c,. En effet, l’élément initial pourra alors être 
prolongé jusqu’à ce point, et l'élément ainsi obtenu, prolongé 
suivant tous les chemins possibles compris dans c,, définit à 
l’intérieur de ce cercle une branche 4, (w) de la fonction in- 
verse à laquelle on pourra appliquer le même raisonnement, et 
ainsi de suite. 


:) Dans sa Thèse: Sur les fonctions analytiques uniformes qui possèdent un 
ensemble parfait discontinu de points singuliers (Journal de Math., VI Série, 
Tome I, 1905) M ZoreTri énonce (p. 49) un théorème qu'il a reproduit plus 
tard dans son Livre: Leçons sur le prolongement analytique (Paris 1911, p. 73), 
où il l’'énonce sous la forme suivante: 

Soit une fonction multiforme à domaine d'existence borné (ou plus simplement 
pourvue de singularilés continues); si cette fonction n'admet comme poinis trans- 
cendants que des points ordinaires en chacun desquels elle prend la valeur réro, 
elle est identiquement nulle. 

En admettant l'exactitude de ce théorème, on pourrait en déduire immé- 
diatement la proposition ci-dessus. Cependant la démonstration que donne 
M. ZorEeTTI de son théorème ne nous semble nullement satisfaisante au 
point de vue de la rigueur. 
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Si la proposition énoncée n'était pas vraie, il existerait un 
cercle de centre æ à l’intérieur duquel la branche q ,(w) ne 
saurait être prolongée. Désignons par c’ le plus grand cercle 
jouissant de cette propriété, par r’ son rayon. Si on prolonge 
un élément de œ,(w) suivant un chemin quelconque compris 
dans c et aboutissant à un point intérieur au cercle c’, en con- 
tournant les points critiques algébriques comme il a été dit au 
n° 5, on s'arrêtera nécessairement à un point transcendant de 
œp (w) situé à l'extérieur ou sur la circonférence de ce cercle. 
D'autre part, il existe dans la couronne (c',c) des points w 
arbitrairement voisins de la circonférence c’ jusqu’auxquels 
PA (2) peut être prolongée. 

Soit w, un point intérieur à la couronne (c’,c) auquel corres- 
pond un élément 


(15) 2 20 + Gi (00 — vo) + a (0 — wo)? + ++ 

de #,(w). Ce point peut être choisi de telle sorte qu’on ait 
(14) [ww ?<rr! 

Si nous posons | 

(15) D — 0 = nt 


et si nous marquons les points w dans le plan des w, ce plan 
sera transformé en lui-même par une inversion de centre w qui 
laisse invariable le point w,. Le cercle c sera transformé en 
un cercle concentrique c dont le rayon, en vertu de (14), est 


inférieur à r’, et de même le cercle c’ en un cercle concentrique c’ 


à 
à 


intérieur à c. La couronne (c', c’)}, qui renferme le point w,, 


sera donc comprise dans la couronne (e, c). 

Si dans l’élément (13) on remplace w par w et qu’on substi- 
tue ensuite à w sa valeur prise de la relation (15), on obtient 
la série 
a 


(13) 2= 2 — (10) + | ii +a)@o—m) +. 


Woo — 


qui définit, avec tous ses prolongements analytiques, une fonc- 
tion z2— y(w) satisfaisant à la relation 
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les valeurs & et w étant toujours liées par l'équation (15). En 
prolongeant l’élément (13) suivant tous les chemins possibles 
extérieurs à c, on définit une portion déterminée g 4(w) de cette 
fonction. Les points z2—,(w) sont évidemment compris dans 
le domaine 4, d’où il suit 


(12) _ [pyw-al>e. 


D'autre part il résulte de ce qui précède qu'aucun élément de 
,(w) ne peut être prolongé à l'extérieur du cercle c’ suivant 
un chemin extérieur à c. 

Ceci posé, considérons la fonction 


(16) Z = ®(w)= (y (sw) — a) (y (w) — a), 

définie par tous les prolongements analytiques de l’élément 
initial qui se déduit des éléments (13) et (13)’ de y (w) et g (tv), 
et qui s'écrit 


(17) Z=(2—-a)(2—a) 
= (2 — à) ÿ +|( 


&; 
V9 E 


gt 2)@o— 0 at] +. 


Le domaine d’existence de cette fonction ® (w) est compris tout 
entier dans la couronne (c’, c'). En effet, si on prolonge © (w) 
suivant un chemin quelconque qui s'étend à l'extérieur de (c’, c'), 
en contournant toujours les points critiques algébriques, on 
rencontrera un point w,, situé à l’intérieur ou sur le contour 
de (c', ec”), qui est un point transcendant pour l’un au moins 
des facteurs g(w)— «a et g(w) — a, lequel tendra par suite vers 
l'infini lorsque w tend vers w,, tandis que, d’après (12) et (12), 
l’autre facteur est toujours de module supérieur ou égal à 0. 
Le prolongement au delà du point w, est donc impossible. 

En vertu des inégalités (12) et (12) la fonction ® (w) vérifie 
dans tout son domaine d’existence l’inégalité 


(18) |D(w)| > 0°. 
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En posant Z,=(2,—a)” on conclut de l'égalité (17) !) 


(19) w = wo + Ÿ 2 2) : 


Cette série définit, avec tous ses prolongements, une fonction 
analytique w—#F (2), l’inverse de la fonction Z=—®(w). En 
vertu de l'inégalité (18) la fonction F'(Z) n’existe pas à l’in- 
térieur du cercle Z\=0?. Donc, si on prolonge l’une quelconque 
des déterminations de la série (19) vers le point Z=0 sui- 
vant le rayon À, passant par le point Z;,, en contournant les 
points critiques algébriques par des demi-circonférences situées 
d’un côté déterminé de À,, on doit nécessairement s'arrêter à 
un point critique non algébrique Z"' satisfaisant à la condition 
12717 @?. 
Des inégalités 


IZI=l2-al.l2-al<|Z'il2=a >e 2—a > e, 


qui restent toujours vérifiées lorsque Z se meut vers l’origine 
suivant le rayon À,, on tire 


amal< 8,12 a < Bel, 
@ (4 
Les points z=— g (w) et 2=— ç (w) restent donc constamment com- 
pris dans une portion finie 4, du domaine .1. 
Sur le rayon À, on peut trouver une suite infinie de points 
Lis Za5... Zn, ... tendant vers Z” et tels que les points correspon- 
dants w, = F"(Z;), w: = F(2Z:),... tendent vers un seul point-limite 
w', faisant partie de la couronne (c', c’). Les points z, —  (w), 
22 = (ur), ... admettront un ou plusieurs points-limites contenus 
——- dans 4,, qui sont nécessairement des racines de l'équation 
f(2)=w". Mais, comme le nombre de ces racines est limité, on 
pourra, de la suite 7, Z2,...,Z,,..., extraire une nouvelle suite 


infinie Zu Zmiseees Zn,,-.. telle que les valeurs correspondantes 


1) Pour des valeurs particulières de z, et de a le coefficient de (te — w,)* 
dans la série (17) peut s'évanouir; l'élément inverse (19) admet alors le point 
Z, comme point critique algébrique d'ordre supérieur. 
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Zn: Zn... tendent vers une racine déterminée z’ de cette équa- 
tion. A chacun des points Zn, COrrespond un point Zn, défini 
,par la relation 


(2, — à) (24, — a) = 2, 
Les points z,, tendent évidemment vers le point 2’ qui vérifie 
l'équation (2'— a)(z'—a)— Z", et qui fait également partie du 
domaine 4,. 

Formons les éléments e,. et e;. de la fonction inverse œ (w) 
qui correspondent respectivement aux points 2’ et z’, et rem- 
plaçons dans e;. la variable w par nes, ce qui nous 
donne un élément de g(w) au voisinage de w’ qui prend la 
valeur z’ en ce point. A ces éléments de g (w) et g(w) correspond 
un élément de la fonction (16) procédant suivant les puissances 
entières ou fractionnaires de w#w—w’ et prenant la valeur Z” 
pour w—=w". Désignons brièvement par e’ cet élément, et par 
C' son cercle de convergence. Il s’ensuit inversement pour w 
un développement suivant les puissances entières ou fraction- 
naires de Z—Z' qui, pour Z = 7", se réduit à w’. Soient s’ cet 
élément de fonction et 7” son cercle de convergence. 

Considérons maintenant les domaines x, et x; du plan des z, 
renfermant respectivement les points z’ et z’, qui correspondent 
aux cercles de convergence des éléments considérés de g (w) 
et g(w). Prenons l’entier p suffisamment grand pour que Zn, 
et z,, soient intérieurs à ces domaines x,. et x;, et que les points 
w,, et Z,, soient compris dans C” et [”. Si, pour ces points 
Zn, et Zn, ON forme de la manière indiquée l’élément correspon- 
dant de la fonction (16), cet élément sera le prolongement immé- 
diat de l’élément -’, et son inverse sera le prolongement immédiat 


de &’. Mais, comme d'autre part cet élément inverse se confond 
avec l’élément de F'(7) avec lequel on arrive au point Zn, en 
prolongeant l’élément initial (19) suivant ÆÀ,, le point Z” serait 
donc pour F'(7) un point régulier ou un point critique algé- 
brique, contrairement à ce que nous avions admis. L’antithèse 
est donc inexacte et notre proposition est démontrée. 
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L 
Cette proposition s’applique à toute fonction monogène qui 
dans le domaine 4 satisfait aux mêmes conditions que la fonction 
méromorphe f(2). 


10. Du théorème précédent on peut tirer cette autre propo- 
sition : 

S'il y a dans le cercle c un point w' tel que l'équation f (2) =w" 
n'ait aucune racine dans le domaine 4, w' est un point transcen- 
dant pour @,(w). 

. Si d’abord w' =, il suit du théorème précédent qu’un élé- 
ment quelconque de g,(w) peut être prolongé jusqu’au point « 
suivant un chemin contenu dans c. D’après le n° 4 le point 
z= p(w) tendra ou vers l'infini, ou vers une racine de l’équation 
[(2)="w" lorsque w tend vers w. Mais comme, par hypothèse, 


- le domaine 4 ne renferme aucune racine de cette équation, 2 


doit tendre vers l'infini, et w’ est donc pour gz(w) un point 
transcendant. 


Soit maintenant w’ un point quelconque intérieur à cet nel 
de w. Considérons la fonction ra 


F(2)= f [G) — w' 
f()— | 
où w’ désigne le point conjugué de w’ par rapport au cercle c. 
Sur le contour de {on a |F(z)| —R— et à l’intérieur 


de ce domaine 0<|F(z) < R. D'après ce qui a été dit tout 
à l’heure, le domaine 4 renferme donc une courbe s'étendant à 
l'infini sur laquelle F(2) tend vers zéro et, par suite, f (2) vers 
w', d’où il suit que w’ est un point transcendant pour œ, (w). 

Comme un corollaire immédiat on tire de cette proposition 


_ la suivante: 


Si l'équation f(2) = (w finie ou non) n’admet dans tout le plan 
des z qu’un nombre fini de racines, © est une valeur asymptotique 
pour la fonction f(2) et, par suite, w—w un point transcendant 
pour la fonction inverse g (w)). 


*) Appliqué aux fonctions entières, ce théorème nous apprend qu'il existe 
un chemin s'éloignant vers l'infini sur lequel la fonction entière tend vers 


24 


En effet, traçons un cercle C renfermant “toutes les racines 
de l'équation f (2) =, désignons par s(>0) le minimum du 
module |f(z) — | sur la circonférence de ce cercle, et choisis- 
sons r < €. En vertu de la propriété fondamentale de la singu- 
larité essentielle, il existe dans le cercle c de centre « et de 
rayon r un point w tel que l’équation f (2) =” admette une ra- 
cine extérieure à C. Le domaine 4 correspondant au cercle € 
qui renferme cette racine sera situé tout entier à l’extérieur 
de C, et l'équation f(z)=« n’aura dongç aucune racine à l’inté- 
reur de ce domaine. Donc 4 renferme nécessairement un ché- 
min de détermination w, ce qui prouve notre proposition. 

Voici un autre théorème qui découle immédiatement aussi de 
la même proposition: 

Si, à l'intérieur et sur le contour d’un domaine infini T, la fonc- 
tion f(2) est holomorphe en tout point à distance finie, et si l'iné- 
galité |f(2)| << M est vérifiée sur le contour de T, ou bien cette 
inégalité subsiste en tout point à l'intérieur du domaine T, ou bien 
ce domaine renferme un chemin allant à l'infini sur lequel f (2) tend 
vers l'infini. 

Si, en un point intérieur de T7, 'f(z)| > M, ce domaine ren- 
ferme un domaine 4’ sur le contour duquel !f(2)! = M et à 
l’intérieur duquel |f(2) > A. En vertu de notre hypothèse, 
l’égalité f(z) = © n’a aucune racine à l’intérieur du domaine 4, 
qui renferme par suite un chemin de détermination «. 

Démontrons encore ce théorème, qui suit de la proposition 
du n°9: 

Étant donné en un point w, un élément de la fonction inverse 
p(w) et une courbe g joignant w, à un autre point quelconque w' 
du plan des w, il existe un chemin tendant vers w' et compris dans 
une bande arbitrairement mince renfermant la courbe g, suivant le- 
quel l'élément considéré peut être prolongé jusqu'au point w”. 

On peut, en effet, construire un nombre fini de cercles c;, Ca, 
l'infini, et que, par suite, &w= est un point transcendant pour l'inverse de 


toute fonction entière, proposition dont la vérité semble probable a priori, 
mais dont nous n'avons trouvé nulle part de démonstration satisfaisante. 
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... Cn, intérieurs à la bande considérée et tels que €, renferme 
le point w,, & le centre de c,,..., €, le centre de c,-1, le cercle 
€, ayant lui-même comme centre le point w”. En vertu de la 
proposition du n° précédent, l’élément considéré de g(w) peut 
être prolongé dans l’intérieur du cercle c, jusqu’à un voisinage 
quelconque du point w,, et, par suite, jusqu’à un point intérieur 
à C1; l'élément obtenu en ce point pourra de même être pro- 
longé dans l’intérieur de c, jusqu’à un point compris dans c,4 
et ainsi de suite. La proposition est donc démontrée. 


IV. Quelques propriétés des fonctions monogènes 
dans le voisinage d'une singularité essentielle. 


11. Les propositions qui suivent se rattachent étroitement 
aux résultats obtenus antérieurement par M. LINDELÔF!), à qui 
nous devons aussi l’idée de leurs démonstrations. 

Soient T' un domaine du plan des z qui s'étend à l'infini et 
qui est limité par un seul contour sans points multiples, 7” et 
I" les deux branches infinies de ce contour, et f(z) une fonc- 
tion monogène qui est holomorphe à l’intérieur de T'et conti- 
nue sur son contour. 

Nous allons établir la proposition suivante: 

Si la fonction f(2) tend sur T° et T°" vers une même valeur-limite 
finie w lorsque z augmente indéfiniment, et si f(2) est bornée dans T, 
cette fonction converge uniformément vers & lorsque z s'éloigne vers 
Pinfint à l'intérieur de T. 

a étant un point extérieur au domaine 7, appliquons à la 


variable z la transformation =. Cette transformation 


fait correspondre à T' un domaine fini T dont le contour passe 
par le point z2—0, qui correspond au point z2=%, La fonction 


1) E. LinpeLür: Mémoire sur certaines inégalités dans la théorie des fonclions 
monogènes el sur quelques propriétés nouvelles de ces fonctions dans le voisinage 
d'un point singulier essentiel, Acta Soc. Sc. Fennicæ, Tome XXXV, 1908. 
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F@ = fl te) est holomorphe et bornée dans le domaine 7, 


et tend sur son contour vers © lorsque z tend vers l’origine. 

Soit {= 9(2) une fonction qui donne la représentation con- 
forme de l’intérieur de T sur l’intérieur du cercle |6| 1. 
D’après un résultat obtenu récemment par M. CARATHÉODORY !), 
la correspondance univoque et continue entre les points de ces 
deux domaines subsiste encore sur leurs contours. Si l’on dé- 
signe par z— © ({) l'inverse de la fonction £—4(z), et si, dans 
la fonction f(2), on substitue à z cette fonction © (£), on obtient 
une fonction F(£), qui est holomorphe et bornée pour |Ë'<1 
et continue pour |£|<1, excepté peut-être le point £&, qui cor- 
respond au point z2—0, et qui tend vers w lorsque £ sur la cir- 
conférence | £|— 1, d’un côté ou de l’autre, tend vers le point &. 

D’après la démonstration donnée par M. LINDELÔF dans le 
n° 18 du Mémoire cité, la fonction F'(£) tend uniformément vers 
la valeur w lorsque Ÿ tend vers &, par des valeurs intérieures 
au cercle |£|<< 1. Il en résulte que la fonction f(z) tend uni- 
formément vers cette même valeur-limite dans le domaine T 
lorsque z s'éloigne indéfiniment, comme nous l’avions avancé. 

Dans le cas où la limite « est infinie, on peut affirmer que 
la fonction f(2) tend uniformément vers cette limite à l’inté- 
rieur du domaine 7, si la fonction Re est holomorphe et bor- 
née dans la portion 7” de ce domaine qui est extérieure à un 
certain cercle et continue sur le contour de 7”. 

Du théorème démontré découle le corollaire suivant: 

Si la fonction f(2) tend sur LT" et T"" vers deux valeurs finies dif- 
férentes w” et w”, elle ne saurait être bornée à l'intérieur de T. 


: : œ' + w'’’\2 
En effet, dans le cas contraire, la fonction fr @-*+) 


serait également bornée dans T° et tendrait sur Z” et T”” vers 


1) C. CARATHÉODORY: L'ber die gegenseitige Beziehung der Ränder bei der 
konformen Abbildung des Inneren einer Jordanschen Kurve auf einen Kreis, 
Math. Ann. Band 73, 1918. 
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œ" — v, 


2 
la même linite | s—) . D'après la proposition précédente, 


elle tendrait donc uniformément vers cette limite dans 7, d’où 
’ LU 
il suivrait que f + tend uniformément vers l’une 


v?, 


| | 
des valeurs L—- et, par suite, f(z) soit vers w’ soit vers 


v, 


æ"", ce qui est évidemment en contradiction avec l’hypothèse 
admise. 


12. Considérons maintenant une fonction monogène f(z) qui 
se comporte comme une fonction méromorphe à l’intérieur et 
sur le contour du domaine T' considéré, n’y admettant donc à 
distance finie d’autres singularités que des pôles. En nous ser- 
vant de la fonction modulaire, nous allons démontrer quelques 
propositions intéressantes. 


Si la fonction f (2) tend sur T” et T" vers la même limite w sans 
tendre uniformément vers cette limite dans T' lorsque z augmente 
indéfiniment, elle prend toute valeur (finie ou non), sauf deux va- 
leurs au plus, en une infinité de points situés à l’intérieur de T. 

Admettons qu'il existe trois valeurs distinctes a,b,c telles 
que chacune des équations f (2) = a, f (2) = 0, f (2) =c soit dé- 
pourvue de racines à l’intérieur de 7. La fonction 


f() __ @ — c)(f(@) — a) 


| @—a)Ffa—e) 
n’y prendra jamais les valeurs 0, 1, ©, et sur 7” et [” cette 
fonction tend vers la valeur ee Lores Ate 
_ (—a)(w—0) 
Supposons d’abord que la valeur © soit distincte des valeurs 


_a,b,c de sorte que w <0, 1, ©. Désignons par y = (x) la fonc- 


tion modulaire et par x —v (y) son inverse, qui donne la repré- 
sentation conforme de l’intérieur d’une surface de Riemann à une 
infinité de feuillets dont chacun admet les points y =0, 1, æ 
comme points de ramification d'ordre infini, sur la moitié supé- 
rieure du plan des x. Si « désigne une valeur complexe dont la 
partie imaginaire est positive et « sa valeur conjuguée, la fonction 
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v(y)— «a 
effectue la représentation conforme de la surface en question 
sur l’intérieur du cercle c, de rayon 1 décrit autour de l’origine 
comme centre. 

Ceci posé, formons la fonction 79—4(f(:)). Elle est holo- 
morphe dans le domaine 7, et son module y est inférieur à l’u- 
nité. De plus elle est continue sur le contour de ce domaine, 
et tend sur 7” et I” vers des valeurs-limites déterminées. En 
vertu du corollaire précédent, ces valeurs ne peuvent pas être 
différentes entre elles. La fonction 4(f(z)) tend donc sur 7" 
et Z”’ vers une même valeur #,, et, d’après le théorème du n° pré- 
cédent, on en conclut qu’elle tend uniformément vers 7, dans 
l'intérieur de T. Mais puisque w £0,1,, le point 7, est in- 
térieur au cercle c,, d’où l’on conclut que f'(z) tend dans l’inté- 
rieur de T' uniformément vers w et par suite f(z) vers w, ce 
qui contredit les hypothèses. 

Supposons maintenant que la valeur «© se confond avec 
l’une des valeurs exclues a, b, c, qu’on ait par ex. w—b. La 
fonction f(z), qui ne prend aucune des valeurs 0,1, à l’in- 
térieur de 7, tend alors vers l'unité sur les courbes [” et 7”. 
Mais, dans ces conditions, chacune des branches de la fonction 


Vf (2) sera aussi holomorphe dans 7 et n’y prendra aucune 
des quatre valeurs 0,1,—1,c. (Choisissons la branche qui 


sur 7” tend vers la valeur — 1, et considérons la fonction 


a(VF (2)). Elle tend sur les courbes Z”’ et l” vers des limites 
déterminées, qui se confondent nécessairement d’après le co- 


rollaire précédent. Donc 4(Yf(:)) tendrait uniformément vers 
cette même valeur à l’intérieur de T', et puisque le module de 
la valeur-limite en question est inférieur à l’unité, il s’ensuivrait 


que V'f(e) tend uniformément vers — 1, et par suite f'(z) vers 
+ 1 dans le domaine 7! Nous arrivons donc encore à une con- 
tradiction. 

Comme tout ce qui précède subsiste si l’on se borne à consi- 
dérer la portion du domaine T' extérieure à un cercle de rayon 


—_—— 
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arbitrairement grand, on conclut que f(z) doit prendre toute 
valeur, sauf deux au plus, dans une infinité de points intérieurs 
à T. La démonstration de notre théorème est donc achevée. 

Établissons encore cette proposition: . 

Si la fonction f (2) tend sur T” et TT” vers des limites différentes, 
œ” et w”, elle prendra toute valeur, sauf deux au plus, en une in- 
finité de points situés à l'intérieur de T, 

En effet, s’il n’en était pas ainsi on arriverait, en conservant 
les notations précédentes, à cette conclusion que À (jf (2) ) tend 
sur Z' et Z”” vers des valeurs différentes tout en restant bornée 
dans 7, ce qui n’est pas possible d’après le corollaire du n° pré- 
cédent. | 

En réunissant les résultats qui précèdent on peut donc énon- 
cer cette proposition: 


Soit T un domaine infini du plan des z limité par un seul con- 
tour sans points multiples, et désignons par [' et T" les deux 
branches infinies de ce contour. Soit d'autre part f (2) une fonction 
monogène n'admettant à l'intérieur et sur le contour du domaine 
T d'autres singularités à distance finie que des pôles. 

Si cette fonction tend sur [" et TT" vers la même limite, ou bien 
elle tend uniformément vers cette limite dans T, lorsque z augmente 
indéfiniment, ou bien elle prend tôute valeur, sauf deux au plus, 
en une tinfinilé de points compris dans T.. 

Si la fonction f (2) tend sur FT et T" vers des limites distinctes, 
elle prend toute valeur, sauf deux au plus, en une infinité de points 
intérieurs à T. 

Si w est une valeur que la fonction f (2) ne prend qu’en un 
nombre fini de points intérieurs à 7, on peut conclure de la 
troisième proposition du n° 10 que ce domaine renferme un che- 
min de détermination «. 

On peut facilement trouver des fonctions jouissant des proprié- 
tés indiquées dans le théorème précédent et qui ne prennent 
jamais deux valeurs données. Choisissons comme domaine T'la 
moitié supérieure du plan des z limitée par l’axe réel. La fonc- 


2 
tion e * tend sur cet axe vers la limite 0, et à l’intérieur du do- 
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maine 7’ elle ne prend ni la valeur 0 ni la valeur æ. Il en 


est de même de la fonction e* qui, sur le contour du domaine 
T, tend vers la limite 1. Enfin la fonction 


J ed 


tend sur l’axe réel positif vers la limite e 


_Vr 
réel négatif vers la limite e * , et à l’intérieur de T' elle est 


toujours distincte de 0 et de æ. 


Cd 


SX 


(cf. p. 14), sur l’axe 


13. Appliquons les résultats précédents à la fonction inverse 
z—=(w) de la fonction méromorphe w=#f(2). Reprenons à 
cet effet le domaine 4 du plan des z, ainsi que la branche 
correspondante q ,(w) de la fonction œ (w) (voir n° 8). 


“Supposons d’abord que ,(w) admet deux points transcen- 


dants ©’ et w”’ et soient Z” et T'” deux chemins de détermina- 
tion w’ et w” resp, compris dans 4. D’après les résultats que 
nous venons de démontrer, on peut choisir à l’extérieur de c 
une valeur w telle que, dans la partie du plan comprise entre 
les chemins 7” et T°”, l’équation f (2) —w admette une infinité 
de racines, qui tendent nécessairement vers l'infini. Comme 
ces racines ne font pas partie de 4, ce domaine présente donc 
entre Z” et Z”” soit un contour infini, soit une infinité de con- 
tours finis fermés. On en tire cette conséquence: 


Sr le domaine À ne présente qu'un nombre limité de contours, 
dont n sont infinis, la branche g 4 (w) possède au plus n points trans- 
cendants. 


Si au contraire, le domaine 4 est limité par un nombre 
infini de contours, soit fermés, soit infinis, on ne peut en géné- 
ral rien conclure concernant le nombre des points transcendants 
de æ ,(w). Signalons toutefois un cas particulier intéressant: 

Si, quelque petit que soît le rayon r du cercle c de centre w, le 
domaine À, supposé infini, ne présente que des contours fermés, la 
fonction inverse admet le point w comme seul point transcendant. 


Prenons une suite infinie de nombres 7,,r,,... tels que 


my 
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r>r>...>n>...,limr,=0." 


n=0 
En vertu de l’hypothèse il n’existe qu’un seul domaine infini 
#, correspondant à l’intérieur du cercle |w—æw|<r,. D’après 
la remarque terminant le n° 8, ce domaine sera situé tout entier 
à l'extérieur d’un cercle C arbitrairement grand dès que n dé- 
passe une certaine limite, et il admettra par suite un contour fermé 
7, renfermant l’origine. Prenons une suite infinie de points 
Zns 2n+1,... 8itués respectivement sur les contours }ÿ,,ÿ,11,..., et 
joignons z, et 2,41 par une ligne comprise dans 4,, 2,41 et 2,42 
par une ligne comprise dans 4,11, et ainsi de suite. Nous au- 
rons ainsi formé un chemin de détermination ©, et w = « est 
donc un point transcendant pour œ (w). 

S'ÙU y avait outre « un point transcendant «’ de cette fonction, 
il existerait dans le plan des 2 un chemin de détermination «’. 
Si l’on choisit n assez grand pour que l’on ait 7, << |w’— |, 
ce chemin serait, à partir d’un certain point, extérieur au do- 
maine 4,, ce qui n’est pas possible puisque ce domaine ne pré- 
sente que des contours fermés. La proposition est donc dé- 
montrée. | 

D’après le dernier théorème du n° 6, les points transcendants 
de la fonction inverse œ(w) se confondent avec les valeurs 
asymptotiques de la fonction méromorphe f(2). D'autre part 
nous avons vu que, entre deux chemins de déterminations 
distinctes, l’équation f(:}—# admet une infinité de racines 
pour toute valeur donnée w, sauf deux valeurs au plus. L’en- 
semble des racines de l'équation f(z) = w est dénombrable, puis- 
que ces racines admettent z— comme seul point-limite. Mais 
de cela on ne peut pas conclure, comme l’a fait M. BourTroux !), 
que l’ensemble des points transcendants de la fonction inverse 
soit dénombrable. Et en effet, dans un Mémoire récent, M. SIRE ?) 


1) P. BouTRoux: Sur les singularités transcendantes des fonctions inverses de 
fonctions entières, Comptes Rendus, Tome 149, 1909, p. 255. 

2) J. SIRE: Sur la puissance de l'ensemble des points singuliers transcendants 
des fonctions inverses des fonctions entières, Bull. de la Soc. Math. de France, 
Tome XLI, 1913. 

Dans son beau Mémoire M. SRE a commis une inadvertance qu'il est facile 
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a réussi à former une fonction entière telle que les singularités 
transcendantes de son inverse constituent un ensemble de la 
puissance du continu. 


V. Division de g,(x«) en branches uniformes. 


14. En reprenant les notations du n°8, nous supposerons dès 
à présent que la branche g ,(w) de la fonction inverse z = q (w) 


présente le point w comme point transcendant, et’ qu’elle n’en admet 
d'autres nt à l'intérieur ni sur la circonférence du cercle c. 


Désignons par 2,,2,,...,2,,... les racines de l’équation 


(4) fe) = © 

comprises dans le domaine 4, et par e,,,e,,,...,e,,,... les élé- 
ments correspondants, réguliers ou algébriques, de la fonction 
inverse 2 = q (w); soient c., le cercle de convergence de la série 
e, et 7, Son rayon. On a »r,, <:7 pour toute valeur n, sans quoi 
le domaine 4 serait fini ce qui est contraire à l’hypothèse. 
Nous allons voir que tout élément e., (ou chaque détermination de 
ea 8 C’est un élément. algébrique) définit une fonction holomorphe 
dans le cercle c munt d’un nombre fini de coupures. 

Si €,, est un élément algébrique, nous commençons par décou- 
per le cercle c suivant un rayon arbitraire; toute branche de 
e;, sera alors uniforme dans le cercle c,, ainsi découpé. 

Considérons les racines 26 de l'équation 


fG@)=0 
comprises dans 4. Parmi les points correspondants w( = f (20), 


supprimons d’abord ceux qui sont intérieurs à c,,, et prolon- 
geons ensuite l'élément e., ou une de ses déterminations, suivant 


— 


de corriger. Dans la fonction h (y) il faut en effet, pour avoir une fonction 


(x, ;(y) répondant aux conditions requises, remplacer le nombre © non pas 
par 6,,. comme le fait M. SIRE, maïs par Ko, k étant un nombre positif 


US 
ff 
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le rayon passant par un des points w) restants. Si l’on est 
arrêté par un point critique intérieur au cercle c, nous décou- 


‘perons ce cercle suivant le segment s du rayon envisagé com- 


pris entre le point critique et la circonférence de c. En procé- 
dant de même pour tous les points w( considérés, on obtient 
un domaine d, à l’intérieur duquel l’élément e,, définit une fonc- 
tion uniforme æ, (w). Or le nombre des coupures tracées est 
nécessairement limité. En effet, en vertu de l’hypothèse admise, 
l'élément e,, peut être prolongé suivant tout rayon donné du 
cercle c, jusqu’à son extrémité inclusivement, en contournant les 
points w) situés sur ce rayon. Il s’ensuit qu’il existe un angle 
renfermant ce rayon à l’intérieur duquel il n’y a aucun seg- 
ment s, à moins qu’un segment s ne fasse partie du rayon con- 
sidéré. Comme ceci a lieu pour tout rayon, le nombre des seg- 
ments tracés est donc limité. 

A l’intérieur du domaine d, l’élément e, définit donc une 
branche uniforme et holomorphe œ, (w) de la fonction inverse !). 
Cette branche donne la représentation conforme de l’intérieur 
de d, sur l’intérieur d’un domaine fini 6, du plan des 2, con- 
tenu dans 4 et limité par des segments du contour y de ce do- 
maine et par des lignes © correspondant aux coupures s. Toute 
racine simple de l'équation (4) comprise dans 4 est intérieure 
à un domaine 6,, tandis qu’une racine d’ordre & fait partie des 
contours de # domaines d, contigus, qui, pris ensemble, ren- 
ferment la racine comme point intérieur. 

Deux domaines, 6,, et d,,, correspondant à des éléments di- 
stincts, €, et €,,r OU à des déterminations différentes d’un 
même élément algébrique, n’ont aucune portion commune, ce 
qui résulte immédiatement du corollaire du n° 2. 


15. Supposons maintenant qu’il existe à l’intérieur ou sur 
le contour de 4 un point 2’ dont l’entourage, quelque petit 
qu’il soit, renferme des portions d'une infinité de domaines 6,. 
Puisque les lignes o qui limitent ces domaines admettent z’ comme 


1) À un élément algébrique ez, à À branches correspondent k domaines d,, 
distincts. 
3 
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point-limite, les coupures correspondantes s du cercle € s’accu- 
mulent vers le rayon 7’ qui traverse le point w’=f(z2"). Pro- 
longeons l'élément e, de g (w) vers w suivant r’, en contournant- 
les points algébriques par des demi-circonférences infiniment pe- 
tites situées du même côté de r’ que les coupures s considérées. 
Ce prolongement peut se faire jusqu’au point w, puisque c’est, 
par hypothèse, le seul point transcendant de œ 4 (W)- Le point 
z— (w) décrit alors une courbe @e” dont tous les points sont 
des points-limites d’une infinité de lignes o. Comme, d’après 
le n° précédent, chaque racine z, de l'équation (4) est comprise 
dans un domaine d,, ou dans l’ensemble d’un nombre fini de 
tels domaines, le point z ne peut pas tendre vers une valeur 
finie lorsque « tend vers w. Il tend donc vers l'infini, d’où 
il suit que, st les domaines d, admettent un point-limite à distance 
finie, il existe un élément de @ ,(w) tel que, lorsqu'on le prolonge 
vers w suivant un rayon, le point correspondant z tend vers l'infini. 

En écartant désormais cette hypothèse particulière, nous 
distinguons deux cas suivant que les domaines Ô, remplissent 
ou non le domaine 4 tout entier. 

Dans le premier cas la branche ; (w) de la fonction inverse 


se trouve par notre procédé subdivisée en branches uniformes 
ph (w), dont l’ensemble épuise toute la branche œ@,(w). Les 
domaines d, correspondant aux branches œ, (w) constituent les 
feuillets /, de la surface F°, de Riemann sur laquelle œ ; (w) est 
uniforme, et dont les lignes de passage se confondent avec les 
coupures des domaines d,. Puisqu’à chaque feuillet f, corres- 
pond un domaine 6, et un seul, on peut construire la surface 
F', dès que ces domaines sont obtenus. Dans le cas que nous en- 
visageons, cette surface n’admet que des points de ramification 
d'ordre fini. En particulier, le point « est pour chaque branche 
un point régulier ou un point critique algébrique. Tout élément 
de p,(w) tend vers une valeur finie lorsqu'on le prolonge vers 
le point w suivant un rayon, de quelque manière qu’on con- 
tourne les points algébriques. 

Nous avons déjà reconnu que le cas où les domaines 6, ad- 


+ 


mettent des points-limites à distance finie constitue un cas 
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d'exception. Un autre cas exceptionnel se présente si le domaine 
4 renferme un chemin allant à l'infini qui se compose d’un 
nombre illimité de segments des lignes o et sur lequel | f (2) — w ! 
décroît constamment lorsque 2 s’éloigne vers l'infini. Le chemin 
correspondant du plan des w est évidemment un rayon, qui 
renferme une infinité de points algébriques de g , (w) admettant 
æ comme point-limite. Il existe dans ce cas un élément de @,(w) 
tel que, si on le prolonge vers w suivant le rayon en contour- 
nant d’une certaine manière les points critiques algébriques, 
le point z = y (w) tend vers l'infini suivant le chemin en question 
intérieur à 4. 

Abordons le second cas, où les domaines 0, ne remplissent 
pas le domaine 4 tout entier, et désignons par z” un point de 4 
extérieur à tous les d,. D’après ce qui précède, nous pouvons 
supposer qu’il existe un voisinage du point 2’ qui est extérieur 
aux 0,, mais intérieur à 4. Dans ce voisinage on pourra trou- 
ver. un point z tel que, sur le rayon 7 du cercle c passant par 
le point w—f(z), il n’y ait aucun point critique algébrique, 
sauf peut-être le point æw. Prolongeons l’élément e; de q (w) 
vers © suivant r. Le prolongement est, par hypothèse, possible 
jusqu’à ce point; la courbe décrite par le point z2= g (w) sera 
comprise dans 4 mais extérieure aux 6,, et s’éloignera vers 
l'infini puisque, dans cette partie de 4, l’équation (4) est dé- 
pourvue de racines. Donc, s2 les domaines d, ne remplissent pas 
complètement le domaine À, il y a un élément de @, (w) qui, pro- 
longé suivant un rayon aboutissant à w, lend vers l'infini. 

Il résulte du raisonnement précédent que le point 2° fait par- 
tie d’un domaine infini connexe 4, intérieur à 4 mais extérieur 
aux &,. Son contour y se compose de segments du contour y 
du domaine 4 correspondant à la circonférence c, et de lignes 
o correspondant à des coupures s tracées dans ce cercle. 

Le domaine 4 se trouve ainsi divisé en des domaines finis 
d, et des domaines infinis 4. 


16. Considérons un domaine 4 quelconque. Désignons par 
20) les zéros de f’(z) contenus dans ce domaine et joignons les 
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points w() = f(2%) au point © par des segments de droites s. 
Prolongeons ensuite chaque détermination de l’élément algé- 
brique ex vers w suivant le segment s issu de w( jusqu’au pre- 
mier point critique (qui est soit un autre point w), soit le 
point w). Procédant de cette manière pour chaqtüe point 2, 
on définira dans À un système de lignes ©, correspondant aux 
segments s, qui ne rencontrent pas la frontière y de ce domaine. 

Les lignes ©, qui s'étendent évidemment à l’infini, divisent 4 
en des domaines distincts d’, dont chacun doit être infini, comme 
on le voit aisément en raisoñnant comme au n° précédent. 
D’autre part, si on prolonge un élément de q(w) correspon- 
dant à un point intérieur à d, vers la circonférence de c sui- 
vant le rayon issu du point w, z tend nécessairement vers un 
point de la frontière y du domaine 4. Tout domaine d, est 
donc limité par deux systèmes de courbes!) n'ayant aucun 
point commun, dont l’un est formé par des lignes 6 allant de 
l'infini à l'infini, et l’autre par des contours y. La frontière 
de chaque domaine 6, contient au moins un contour y, lequel 
est soit fermé soit infini. Si, en particulier, le domaine 4 n’a 
qu’un seul contour, il ne contient aucun point 2’), remarque 
dont nous aurons à faire usage dans la suite. 

Soit maintenant r un rayon du cercle c qui né traverse aucun 
point algébrique (sauf peut-être w), et soit w son extrémité sur 
la circonférence c. Désignons par z,,2,,... les racines de l’équa- 
tion f(2}=w situées sur le contour du domaine d,. Les élé- 
ments correspondants e;, e:,,... de g(w) peuvent être prolon- 
gés suivant r jusqu’au point w, et l’on définira ainsi dans le 
plan des z un système de courbes infinies €, ne se coupant pas 
entre elles, qui divisent d, en domaines infinis. Désignons par 
d un de ces domaines, par gs (w) la branche correspondante de 
la fonction inverse  (w). 

Nous allons voir que la branche œs (w) est uniforme. En effet, 
puisque le domaine d est limité uniquement par des lignes y, 6, © 


1) Si le domaine 4 ne renferme aucun point 2°), il n'y a évidemment 
aucune ligne 6. 
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et e, il est représenté par la fonction w— f(z) sur un domaine 
d du plan des w qui est limité exclusivement par des arcs de la 
circonférence c et par des segments de droites tracées dans ce 
cercle suivant des rayons, et qui se trouve par suite étendu sur 
le cercle c ou sur un secteur de ce cercle. Comme le domaine d 
ne renferme aucun zéro de f’(z), la branche gs4(#) est holo- 
morphe en tout point intérieur au domaine d et puisque, d’autre 
part, il est impossible d'effectuer un circuit fermé autour du 
point « sans franchir la frontière du domaine d, ce domaine ne 
saurait couvrir aucune partie du plan plus d’une fois. Par 
suite la branche œ;:(w) est uniforme. 

Ceci posé, distinguons deux cas suivant que le contour du 
domaine à contient un nombre fini ou une infinité de lignes 0. 

Dans le premier cas le contour du domaine d comprend, outre 
des lignes 6 en nombre fini ou infini, un segment fini d’un 
contour y et deux lignes @ partant de 8es extrémités!) Si 
les lignes © de la frontière de d sont en nombre infini, les points 
correspondants w'” ne peuvent avoir que le point æw comme 
point-limite, car s’il y en avait un autre, celui-ci serait néces- 
sairement un point transcendant de œ , (w), ce qui est impossible. 
Le domaine d se trouve donc représenté par la relation w — f (2) 
sur le cercle c tout entier, muni d’un nombre fini ou infini de 
coupures. Désignons par d, un domaine Ô de cette espèce. 

Si le contour de à contient un nombre infini de lignes 6, les 
points w) desquels partent les coupures correspondantes s ad- 
mettent w comme seul point-limite, et ces coupures s s’accumulent 
donc vers un rayon-limite r ou se confondent avec ce rayon. 
Le domaine d correspondant se réduit par suite à un secteur 
de cercle limité soit par r et un rayon-limite r, soit par deux 
rayons-limites r ?) Désignons par d, un domaine de cette espèce. 

En appliquant ce procédé à chacun des domaines 4 et de 


:) Ces deux lignes e peuvent bien se confondre, ce qui arrive lorsque l'é- 
quation f(z)=1t#v admet une seule racine sur y. Dans ce cas g; (1) prend 
les mêmes valeurs sur les deux bords de la coupure r, qui peut donc être 
supprimée. 

) Dans des cas particuliers ce secteur pourra comprendre tout le cercle c. 
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leurs sous-domaines d,, on aura le domaine 4 divisé en des 
domaines finis d, et des domaines infinis 6, et d,. Chacun de 
ces domaines correspond à une branche uniforme de @ ,(w), et la 
surface F, de Kiemann sur laquelle @ ,(w) est uniforme peut donc 
être construite dès que le domaine À sera divisé en domaines 6,, 
4, et d,. Tandis que les feuillets f, et fA, correspondant aux 
domaines d, et d,, s'étendent sur tout le cercle c, chaque feuil- 


« 


let fe: correspondant à un domaine d,, couvre seulement un 
secteur de ce cercle et se rattache toujours à une infinité de 
feuillets f,. 

De ce qui précède on conclut que tout domaine 6, et d, est 
limité par un seul segment de y. De plus on voit que, si l’é- 
quation f (2) = est dépourvue de racines dans l’intérieur de 4, 
ce domaine contient exclusivement des domaines d,. Si cette 
condition est vérifiée et si À renferme une infinité de zéros de 
f' (2), ce domaine admet nécessairement une infinité de con- 
tours y, tandis qu’il n’admet qu’un seul contour si f” (2) est dif- 
férente de zéro dans 4. 

Puisque le domaine 4 s’étend à l’infini, il admet soit des con- 
tours infinis, soit un nombre infini de contours fermés. D’après 
ce qui a été dit, ce domaine contient donc ou des domaines 6, 
ou des domaines 6, en nombre illimité, d’où il suit que œ ,(w) 
admet une infinité de branches. 


VI. Classification. des points transcendants. 
Points transcendants directement critiques. 


17. On doit à M. BouTroux une classification des singularités 
transcendantes des fonctions inverses des fonctions entières 1), 
laquelle est, à notre connaissance, la seule entreprise jusqu’à 
présent. Le principe général qui a guidé M. BouTRoux est 


\ 


1) Cf. le Mémoire de M. BouTroux cité p. 13. Voir aussi le livre du même 
auteur: Leçons sur les fonctions définies par les équations différentielles du pre- 
mier ordre, Paris 1908. 
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l’étude des différents chemins dans le voisinage d’un point 
transcendant sur lesquels se permutent une infinité de déter- 
minations de la fonction inverse !). 

Il nous semble cependant qu’on puisse faire cette classifica- 
tion d’une manière plus naturelle. La méthode que nous allons 
suivre est, comme celle de M. Bourroux, fondée sur l’étude 
simultanée de la fonction inverse 2—(w) dans le voisinage 
du point transcendant considéré, et de la fonction méromorphe 
w =f(2) au voisinage de la singularité essentielle z—œ. Nous 
sommes ainsi conduits tout naturellement à examiner à la fois 
la branche g ,(w) de g(w) au voisinage du point transcendant 
w = «© et le domaine 4 du plan des z (voir la Section III). Mais 
nous allons encore étudier — et c’est ce qui constitue la différence 
principale entre notre méthode et celle de M. BouTRoux — com- 
ment se comportent les diverses branches de g ,(w) au point 
w lui-même, en envisageant les racines de l'équation f (2) = «w 
comprises dans 4. A cet égard il suffira évidemment de distin- 
guer deux cas, suivant que cette équation y admet un nombre 
infini de racines ou n’en admet aucune, car, s’il y en avait un 
nombre fini, on pourrait réduire le cercle c à un cercle con- 
centrique €, tel que, en tout domaine infini 4, correspondant à 
€, et compris dans 4, l'équation f (= soit dépourvue de 
racines (cf. la remarque terminant le n° 8). 

En remontant successivement des cas les plus simples aux 
cas plus compliqués, nous tâcherons toujours d'illustrer les cas 
examinés par des exemples aussi simples que possibles, pris 
parmi les fonctions entières. 

Les dénominations des différentes espèces de points transcen- 
dants que nous introduirons dans la suite ont été données par 
M. BouTROUx, quoique nous les employions dans un sens légère- 
ment modifié, qui nous semble d’ailleurs plus naturel. 


1) Cf. par ex. Leçons etc. p. 67 ainsi que la Note du même auteur: Sur 
les fonclions inverses des fonctions entières, Comptes Rendus, Tome 145, 1907, 
p- 1406. 
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18. Conservons toujours l’hypothèse fondamentale du n° 14 
de la Section précédente, ainsi que les notations introduites dans 
cette Section. 

La première classe de points transcendants que nous allons 
envisager est celle des points directement critiques, dont voici la 
définition : | 

Si aucune branche de g ,(w) n’est finie au point w, ce point est 
pour œ,(w) un point transcendant DIRKCTEMENT CRITIQUE, 


Dans ce cas ,(w) tend vers l'infini lorsque w tend vers « 
suivant un chemin quelconque intérieur au cercle c. Le domaine 
A, ne renfermant aucune racine de l'équation f(z)—w, se 
compose exclusivement de domaines infinis 6, (cf. page 38). 
Chaque feuillet de la surface F°, de Riemann admet le point 
æ comme point de ramification d’ordre infini. 

Nous allons subdiviser les points directement critiques en 
deux espèces. 

Considérons d’abord le cas où q,(w) n’admet dans le cercle 
ce aucun point critique, en dehors du point transcendant w. 
Celui-ci est alors assurément directement critique, car si une 
branche de @ ,(w) était finie au point w, elle y serait ou holo- 
morphe ou algébrique, et puisqu'elle est, par hypothèse, holo- 
morphe en tout autre point intérieur à c, elle devrait donc 
épuiser la branche ,(w) toute entière, ce qui est impossible. 

Le domaine 4 n’admet dans ce cas qu’un seul contour y, qui 
s’étond à l'infini, et se compose d’une infinité de domaines 6,, 
dont chacun est limité par un segment fini de y et deux lignes 
infinies e. La surface F', n’admet d’autres points de ramifica- 
tion que le point ©, qui est un point logarithmique. 

Un point jouissant de ces propriétés sera dit un point trans- 
cendant directement critique de première espèce. Donc: 

St (uw) n'admet dans le cercle c d'autres points critiques que 
le point transcendant ©, celui-ci est un point directement critique 
DE PREMIÈRE ESPÈCE, 

Les points transcendants w—0 et w— de la fonction 
z=log#w, inverse de la fonction entière w = c‘, rentrent dans 
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cette classe. Le domaine 4, correspondant à l’intérieur d’un 
cercle c autour du point # = 0, est formé par le demi-plan situé 
à gauche d’une parallèle à l’axe imaginaire; les domaines 6, 
sont limités par un segment de cette parallèle de longueur 2x 
et par deux parallèles à l’axe réel partant des extrémités de ce 
segment. | 


19. De ce qui précède on conclut que, s2 le point transcendant 
œ n'est pas un point directement critique de première espèce, à est 
nécessairement point-limite d'une infinité de points critiques algé- 
briques de @ ,(w). En effet, si w n’est pas point-limite de singu- 
larités algébriques, on peut tracer un cercle c, concentrique à 
c dans lequel q,(w) n’admet aucun point critique en dehors 
de w. Pour chaque branche de  ,(w) définie dans c; et admet- 
tant © comme point transcendant, ce point sera donc un point 
directement critique de première espèce. . 

Les points directement critiques de seconde espèce seront donc 
définis comme il suit : 


Si aucune branche de g ,(w) n'est finie au point w, et si ce point 
est point-limite d'une infinité de points critiques algébriques de g , (w), 


‘il sera appelé point transcendant directement critique DE SECONDE 


ESPÈCE. 

Comme il a été dit au n° 16 (page 38), le domaine -{ admet 
dans ce cas une infinité de contours y, et parmi les domaines 
ô, il y a une infinité dont le contour, outre un segment de y 
et deux lignes 0, contient des lignes 6. Parmi les feuillets f, 
de la surface F°,, il pourra bien y en avoir qui admettent le 
point w comme seul point de ramification, et qui sont donc 
raccordés à d’autres feuillets seulement le long du rayon r. 
Mais il existe toujours un nombre infini de feuillets présentant 
aussi des points de ramification d’ordre fini. Parmi ces feuillets 
il peut y en avoir qui n’admettent pas le rayon r comme ligne 
de passage, comme nous l’avons signalé dans la première note 
de la page 37. 


20. Considérons comme application la fonction entière 


w = f(2)= 2 sin 2. 
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Puisque cette fonction croît indéfiniment sur tout rayon distinct 
de l’axe réel, son inverse z2=— g(w) admet w = comme point 
transcendant (cf. la note p. 23), Désignons par C un cercle de 
rayon À décrit dans le plan des w autour de l’origine comme 
centre, par -{ un domaine du plan des 2 correspondant à la 
portion infinie D du plan des w extérieure à C, et par 4’ un 
domaine correspondant à l’intérieur de ce cercle. 

Construisons de z2—0 comme centre un Carré Q, dont les 
côtés sont parallèles aux axes des coordonnées et de longueur 
(2h+1)x, h étant un entier positif, On a sur le périmètre de 
ce carré |sinz|>1, d’où il suit 


cr@izlelz(n +5). 


On en conclut d’abord que f(z) n’admet aucune valeur asymp- 
totique finie, et que, par suite, w — « est le seul point transcen- 
dant de œ(w). 

D'autre part, il suit de l’inégalité ci-dessus que tout domaine 
donné 4’ est intérieur au carré Q, dès que À est suffisamment 
grand. Chacun de ces domaines 4’ est donc fini. [lyena 
d’ailleurs une infinité, puisque f(z) admet une infinité de zéros, 
à savoir les points z=nx, (n—0,+1,+2,...). 

Enfin on voit qu’il n’existe qu’un seul domaine 4, comprenant 
toute la partie du plan des 2 qui est extérieure aux domaines 4”. 

Puisque f(2), étant une fonction entière, ne prend jamais la 
valeur , le point w— est directement critique pour  (w), 
et il est de seconde espèce puisque le domaine 4 admet une 
infinité de contours y. 

Abordons la division de 4 en domaines 6, (cf. n° 16) On 
voit facilement que tout contour y renferme un seul zéro de 
f(@), sauf le contour y, entourant l’origine, qui en contient tou- 
jours un nombre pair, 2m, puisque le point z2—0 est un zéro 
double et que f(2) est une fonction paire. D'ailleurs le nombre 
m croît indéfiniment avec X. 

La dérivée 


fG)=sin2z+z2cos2 


——— 
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s’évanouit pour les valeurs 2 qui annulent la fonction 2 + tang z. 
Nous allons voir qu’elles sont toutes réelles. Considérons en 
effet un carré Q, de centre 2—0 dont les côtés, parallèles aux 
axes, ont la longueur 2k%#, £ étant un entier positif. Lorsque 
le point z parcourt le périmètre de Q: dans le sens direct, l’ar- 


gument de la fonction 2 + tang z—2 (1 + RE) prend l’accrois- 
nus si tang 2 
sement 2#, puisqu'on a sur ce périmètre ee < 1. Or cette 


« 


fonction admet dans Q, 24 pôles simples, à savoir les points 
CL (n=1,2,...,4) et 2441 zéros réels simples, car 
elle s’évanouit au point z2=—0 et en un point de chacun des 


intervalles + (C — :) X, n » | (n=1,2,...,k) de l'axe réel. À 


l’intérieur de (: cette fonction n’admet donc aucun zéro com- 
plexe. Ceci restant valable quelque grand que soit 4, notre 
assertion est donc vraie. 

Désignons par ..., 211), 20), Ab, 22 ,,, les racines de l’équation 
f'(2)=0, rangées dans une suite croissante, en posant 20) — 0, 
De l’équation 2 + tang z2—0 on peut conclure que 


282 ETS) x +60) |, (w=1,2,...) 

où V<s(#)<S et lim e(v)=0. 

Les valeurs 
»1 (20) 

Vi + GP 

sont toutés réelles et alternativement positives et négatives; leurs 
modules augmentent constamment et tendent vers l'infini avec 
|»!. On a d’ailleurs w0 —0 et w"— wt-"), 

Ainsi les points critiques algébriques w‘ de la fonction in- 
verse admettent l’infini comme seul point-limite. 

Comme la dérivée seconde 


w® = 20 sin 20 = (— 1) 


f"" (G&) = 2 cos z — z sin z = cos z (2 — ztang 2) 
ne s’évanouit pas aux points z2— 2"), pour lesquels tang z2= — 2, 
il se permute autour de chacun des points w°! deux branches 
seulement de œ (w). 
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Ceci posé, traçons dans le domaine D les demi-droites s joi- 
gnant les points wl situés sur l’axe réel positif (et contenus dans 
D) à + et les points uw de l’axe réel négatif à — ©. Les 
lignes o correspondantes traversent les points 2°) intérieurs à 
A et s'étendent dans les deux directions à l'infini, symétrique- 
ment à l’axe réel, comme l'indique la figure schématique ci- 
dessus. Chacun des domaines d, en lesquels le domaine 4 se 
trouve divisé par les lignés © est limité par deux lignes © et 
par une courbe fermée y. Tout domaine d,, sauf celui qui est 
limité par y, et que nous désignerons par 6,, est représenté 
par la fonction w=#f(z2) sur l’intérieur du domaine D simple- 
ment couvert, découpé suivant deux lignes s, et jouit ainsi des 
propriétés des domaines d, du n° 16 (cf. la premiére note p. 37). 
Désignons par 6,41 et d_4+1, les domaines qui sont limités par 
les lignes © traversant les points 2%) et +1), resp. z—" et 
A EH) (y=m,m+1,...). | 

Il nous reste encore à diviser le domaine d, en domaines 6, 
(cf. page 37). Pour cela joignons un point w non réel de la cir- 
conférence C, soit le point w—2R à l'infini par le rayon r pas- 
sant par ce point. Les lignes correspondantes ç divisent 6, en 
domaines d,, dont le nombre est 2m puisque, sur },, l'équation 
f()=w admet évidemment 2m racines. Parmi ces domaines, 
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Jn êt d_», qui sont contigus aux domaines d,+1 et Ô_(w+1) CON- 
sidérés plus haut, sont limités par un segment de ÿ,, deux 
lignes ç et une ligne ©, tandis que chacun des autres domaines, 
À _ 4m —1)5 +++ 19 Jty y m1 e8t limité seulement par un seg- 
ment de y, et deux lignes 0. 

Pour construire la surface F°, de Riemann sur laquelle œ ,(w) 
est uniforme, partons de 2m feuillets f_,,..., f—1; fs... fm 6ten- 
dus sur D et découpés suivant le rayon 7. Relions ces feuil- 
lets entre eux deux à deux, comme au voisigage d’un point 
algébrique. Traçons ensuite dans les feuillets f, et f_, les 
coupures s joignant les points superposés w{") et wt-") à l'infini, 


_et raccordons à chacun d'eux un feuillet, f,+1 resp. ft: 


muni de la même coupure. Découpons ensuite f, +1 et f-(m+1) 
suivant la ligne s issue des points superposés wt" +1) et wt—(m+1 
et rattachons à chacun d’eux un feuillet, f,}2 resp. f_(u+, 
admettant la même coupure, et ainsi de suite. 

Tous les feuillets de F”, admettent le point à l’infini comme 
point de ramification d’ordre infini, mais il n’y a que 2 (m — 1) 
feuillets qui n’en admettent pas d'autre. Comme nous l’avons 
dit plus haut, toute courbe y du plan des z correspondant au 
cercle | w|—R est fermée, quel que soit Æ. Il s’ensuit que, si 
le point w, partant d’un point de la surface F',, décrit un che- 
min quelconque entourant l’origine qui se ferme dans le plan 
des w, il reviendra après un nombre fini de tours à son point 
de départ, n'ayant ainsi traversé qu’un nombre fini de feuillets, 
bien que &w— « soit un point de ramification d'ordre infini pour 
chaque feuillet de la surface F”,. Tout chemin qui traverse 
une infinité de feuillets doit donc se rapprocher indéfiniment 
du point # = «. 

En prenant R—0, nous aurions obtenu la surface complète 
F' pour la fonction inverse z2= g(w). Elle présente de grandes 
analogies avec la surface connue de Riemann correspondant à la 
fonction arcsinw, n’admettant comme celle-ci aucun feuillet 
muni d’une seule coupure. 
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VIT, Points transcendants indirectement critiques. 


21. Nous arrivons maintenant au cas où il y a une infinité 
de branches de @ ,;(w) qui sont finies au point w. Le domaine 
A renferme alors un nombre infini de racines de l’équation 
f(z)= 0, et par suite une infinité de domaines finis Ô, (cf. p. 33). 
D’après le n° 19, le point est un point-limite d’une infinité 
des points critiques algébriques de  , (w). 

La plus simple espèce de points transcendants qui puisse se 
présenter dans ces conditions, est celle des points indirectement 
critiques, dont nous donnerons la définition suivante: 


Si tout élément de g,(w) tend vers une valeur finie lorsqu'on le 
prolonge vers w suivant un rayon, de quelque manière qu’on con- 
tourne les points critiques algébriques, le point «© sera appelé un point 
transcendant INDIRECTEMENT CRITIQUE. 

Les domaines d, remplissent complètement le domaine ‘4, sans 
y admettre aucun point-limite à distance finie. D’après le n° 16 
(cf. page 35) le domaine 4 ne peut renfermer aucun chemin 
allant à l'infini et composé d’une infinité de segments des 
lignes o, sur lequel | f(z)— «| décroît constamment. La surface 
F', de Riemann n’admet dans ce cas que des points de ramifi- 
cation d'ordre fini, comme il a été dit au n° cité, et chaque 
branche de @,(w) est holomorphe ou algébrique au point ©. Tout 
chemin de la surface F", qui correspond à un chemin de déter- 
mination æ compris dans 4 doit nécessairement traverser une 
infinité de feuillets de F',, en tournant par suite autour d’un 
nombre infini de ses points de ramification. 


22. En serrant les hypothèses, on peut obtenir un résultat un 
peu plus précis. Supposons que les points algébriques wl de 
p 1 (w) situés dans le cercle c et sur sa circonférence n’admettent 
d’autres points-limites que w, et qu’il n’y ait parmi ces points 
aucun, sauf peut-être w, qui soit critique pour une infinité de 
branches de æ ,(w), c'est-à-dire auquel corresponde une infinité 
de points 2” intérieurs à 4. Supposons de plus que ce domaine 
ait au moins un contour infini y. Dans ces hypothèses nous al- 
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lons démontrer qu’# existe un chemin en forme de spirale, G, con- 
vergeant vers le point w, tel qu'une infinité d'éléments de @ ,(w), 
correspondant à un certain point de &, tendent vers l'infini lors- 
qu'on les prolonge vers w suivant ce chemin !). 

Pour la démonstration choisissons une suite infinie de cercles 
Ciy Carey En)... COnCentriques à ec, dont les rayons 7;, 72,..., Tuye.. 
décroissent vers zéro, et menons suivant un rayon une coupure 
qui transforme les couronnes (c, c;), (C;, Ca), ..., (Cny Cn+1),... en: 
des domaines simplement connexes &, 4,,...,k,,.... Traçons 
enfin un rayon 7 distinct du premier, et désignons par w, w,,..., 
#Whn,... les points où il rencontre les circonférences €, «,,..., 
Chase 

Le domaine Z admet, par hypothèse, un contour infini y, et sur 
ce contour l’équation f (2) = w a nécessairement un nombre in- 
fini de racines (cf. n° 8, p. 17). Prenons l’une de ces racines 
et désignons par el l’élément correspondant de (w). Si l’on 
prolonge cet élément suivant la circonférence c dans un sens 
quelconque, soit le sens direct, en contournant les points cri- 
tiques algébriques par des arcs compris dans c, on reviendra 
au point w avec des déterminations toujours nouvelles de g (+), . 
ea), e@),,..,etP),.... 

Par hypothèse, la couronne (c,c,) ne renferme qu’un nombre 
fini de points critiques w® de g ,(w), et les racines correspon- 
dantes de l'équation f”’(2}=—0 sont également en nombre fini. 
Donc il n’y a qu’un nombre fini de branches de g ,(w) qui 
admettent les points w{* de la couronne (c, c,) comme points 
critiques, et il existe par suite un nombre », tel que chacun 
des éléments er. +1), e(r+2),.., définit une fonction uniforme 
dans l’intérieur et sur le contour du domaine L£. 

Prolongeons maintenant l'élément e(r+1) suivant le rayon r, 
et désignons par e,(! l’élément qu’on obtient ainsi au point w.. 
Si l’on prolonge ef) le long de c; dans le sens direct, on revient 


1) Dans les recherches de M. Bourroux sur les points transcendants les 
chemins-spirales jouent un rôle important (cf. par ex. Sur l'indélerminafion 
etc. p. 332). 
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successivement au point w, avec des éléments e,°), e,®),... qui 
sont tous différents entre eux, puisqu'ils proviennent des élé- 
ments e(%+2, e&w+5),,,. en les prolongeant suivant le rayon r 
(cf. la remarque p. 11). Donc, lorsque le point w parcourt €; 
dans le sens direct, le point z décrit un chemin infini y,, qui 
limite ainsi un domaine infini 1, intérieur à 4 et correspon- 
dant à l’intérieur du cercle c.. | 

Continuons maintenant le même procédé, en prolongeant 
d’abord e,(4) suivant c;, dans le sens direct un nombre », de fois, 
suffisamment: grand pour que les éléments ef, +1}, em, +2)... 
soient tous holomorphes dans l’intérieur et sur le contour de 4,, 
puis prolongeons l'élément e,& +1) le long du rayon r jusqu’au 
point w,, ensuite l’élément ainsi obtenu suivant la circonférence 
€ dans le sens direct, et ainsi de suite indéfiniment. 

Le chemin @ ainsi construit dans le plan des w est une 
spirale tendant vers «©. Le chemin correspondant [° du plan 
des z, quelque grand qu’on se donne le nombre n, sera, à par- 
tir d’un certain de ses points, compris tout entier à l’intérieur 
d’un domaine infini 4, correspondant à l’intérieur du cercle c,. 
D’après la dernière remarque du n° 8, Z' s'étend donc à l'infini. 
Enfin, si au lieu de e(® on prolonge l’un des éléments e®, e8), 
suivant le même chemin G, on voit que z converge toujours 
vers l’infini lorsque #” tend vers w. La proposition énoncée se 
trouve ainsi complètement démontrée. | 

Puisque l’équation f (z) = w a dans l’intérieur de 4 un nombre 
infini de racines, il existe évidemment aussi une infinité d’élé- 
ments de ,(w) qui tendent vers des valeurs finies lorsque # 
tend vers © suivant G. 


23. Un exemple d’un point transcendant indirectement cri- 
tique nous est donné par l'inverse z2—æ(w) de la fonction 


entière 
Ù = f (2) — — 


Puisque la fonction f(z) tend vers zéro sur l’axe réel et vers 
l'infini sur tout autre rayon issu de l’origine, g (#) admet w = 0 
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et w— comme points transcendants. Nous pouvons facile- 
ment montrer qu’il n’y en a pas d’autres. En effet, autrement 
il existerait un chemin allant à l'infini sur lequel f(2) tend 
vers une valeur finie, distincte de zéro. Ce chemin resterait 
nécessairement, à partir d’un certain point, compris dans un 
angle arbitrairement petit renfermant la partie positive ou 
négative de l’axe réel, et, d’autre part, il ne rencontrerait l’axe 
réel qu’un nombre limité de fois. Or, sur un tel chemin, l’argu- 
ment de 2 reste borné, tandis que l’argument de sin z dépasse 
toute limite, de sorte que f(2) n’y saurait tendre vers une va- 
leur finie, distincte de zéro. 

Les points critiques algébriques w” de g (w) sont définis par 
les relations 


La 


cos 2{" _ sin 20") 
) — DUREE du Anne Rs {v) — 
Fer)= 72m Guÿ = 0 ou tang 2!" — 20), 


sin 26) 
WI) = ——— 
20) 


En raisonnant comme au n° 20, on voit que les valeurs 2" 
sont toutes réelles. On a d’ailleurs 20 —0 et 


EE CLEO) (v= 1,2...) 
où << et lim &(v) — 0 


Les valeurs w* sont donc aussi réelles et alternativement 
positives et négatives, et convergent vers zéro lorsque | y | croît 
indéfiniment. D'ailleurs on a w®=1, [uM|<1 si »Z£0, et 
uw = ww, tandis que «9 Lutasi|r, |] |. 

La dérivée seconde 


— ———— en ——— 


f" CG 00 c_1e 2 sin 2 _ tangz 2 2 tang 2 
Z 2? 2 


- + — — —= cos 2 
étant distincte de zéro aux points 2°), pour lesquels tang 2 — 2, 
il se permute autour de chacun des points wt* deux branches 
seulement de œ (1). 
Puisque w— est un point transcendant isolé pour g (w) et 
que la fonction f(2), étant une fonction entière, ne prend jamais 
| 4 
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la valeur «, le point # = est directement critique, et d'’ail- 
leurs de première espèce, puisqu'il n’est pas point-limite des 
points algébriques de  (w). 

Décrivons maintenant dans le plan des # un cercle c de rayon 
r ayant l'origine comme centre. Puisque |f(2)| <1 pour toute 
valeur réelle de z, on voit que, si r > 1, à l’intérieur du cercle 
c correspond un domaine infini 4 renfermant l’axe réel tout 
entier et limité par deux courbes infinies y. Si r << 1, on aura 
deux domaines infinis 4, chacun limité par un seul contour, et 
un nombre limité de domaines finis 4. 


Supposons, pour fixer les idées, qu’on a r > 1. Le domaine 
renferme tous les zéros de f(z), à savoir les points næ7 (n — + 1, 
+ 2,...), lesquels sont séparés par les points 2°) Joignons les 
points «* à la circonférence € par des segments s de l’axe réel 
qui ne traversent pas l’origine, et cherchons les lignes © cor- 
respondantes du plan des z. Ces lignes font évidemment par- 
tie de la courbe sur laquelle la fonction f(z) est réelle. Si l’on 
pose 2=x—+iy, w—u—+iv, on trouve 

4208 æ#sinh y +xsinzxcosh y 
“As D Es 
_æcosxsinhy—ysinæcoshy 
WA + y 


? 


[AN 


ne nr merci Ne. 


NE ee en re " 


b1 


La courbe en question est donc représentée par la relation 
v =0 ou | 

x cos x sin h y = y sin x cosh y. 
Cette équation est vérifiée sur les axes des coordonnées, ainsi 
que sur la courbe représentée par l’équation 


(20) « xcotæ=ycothy, 


qui se déduit de l’équation précédente en la divisant par 
sinæsinhy. Cette courbe admet une infinité de branches symé- 
triques par rapport aux axes et passant par les points 2°. Cha- 


cune des bandes infinies nm<a(n+s)r, —(n+;) a LIL —-nH 


(n—=1, 2,...) contient une de ces branches et une seule, qui 
tend vers la droite x=nzx resp. x —=—n lorsque | y | croît indé- 
finiment, tandis que les bandes restantes du plan ne con- 
tiennent aucun point de cette courbe. 

Les lignes © sont les segments de l’axe imaginaire et de la 
courbe (20) qui sont intérieurs à 4. Ces lignes divisent le 
domaine 4 en domaines 6, (cf. p. 33) dont chacun est limité par 
deux segments de y et par deux lignes consécutives ©, comme 
nous l’avons esquissé dans la figure ci-dessus. 

Lorsque le point z s’éloigne à l’infini dans l’intérieur de 41, 
il traverse nécessairement une infinité de domaines 6,. Il s’en- 
suit que toute branche de y ,(#) tend vers une valeur finie 
lorsque « tend vers zéro suivant un rayon, et que #” —0 est 
par suite un point transcendant indirectement critique. Il appar- 
tient d’ailleurs à l’espèce particulière étudiée au n° précédent. 

Si l’on fait tendre r vers l'infini, les domaines d, se trans- 
forment en des domaines infinis, dans lesquels la fonction f(2) 
prend toute valeur finie une fois et une seule. Nous sommes 
donc en état de construire la surface complète F de Riemann 
sur laquelle la fonction œ(#) est uniforme. 

Afin d’avoir une conception plus nette de cette surface F, 
partons de la surface connue F” correspondant à la fonction 
arc sin . Chaque feuillet de À” est découpé suivant l’axe réel 
depuis + 1 à + æ et depuis — 1 à — ©. Désignons par ..., P_;, 
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Ps, P;, P:,... ses points de ramification successifs, lesquels 
coïncident alternativement avec les points « — + 1 et w#——1 
(P, coïncide avec le point +1). Pour construire la surface F, 
on n’aura qu’à déplacer les points de ramification de F” sui- 
vant l’axe réel de sorte que chaque point PF, vienne se con- 
fondre avec le point w) de même indice. 

On voit aisément qu’il existe sur la surface F' un nombre 
infini de chemins-spirales superposés tendant vers l’origine, qui 
parcourent une infinité de feuillets de cette surface Æ, comme 
l’exige la proposition du n° précédent. 


VIIT, Points transcendants directement et 
indirectement critiques. 


24. Tout point transcendant de œ(#r) qui satisfait à la con- 
dition fondamentale du n° 14, sans entrer sous les définitions 
précédentes, sera appelé point transcendant directement et indi- 
rectement critique. Nous avons donc cette définition: 

Si, quelque petit que soit le rayon r du cercle c, 1l-existe une 
branche de g , (x) qui est finie au point w, mais d'autre part aussi 
un élément de g,(rr) qui tend vers l'infini lorsqu'on le prolonge 
vers &w suivant un rayon, en contournant d'une manière convenable 
les points critiques algébriques, le point w est dit un point transcen- 
dant DIRECTEMENT ET INDIRECTEMENT créique pour œ (1). 

D’après le n° 17 le domaine 4 renferme une infinité de ra- 
cines de l'équation f(z)—=æœ et par suite une infinité de do- 
maines d,. Par hypothèse, il existe un chemin infini Z'intérieur 
à À et tel que, lorsque 2 s'éloigne indéfiniment sur ce chemin, 
le point correspondant # —f(2) tend vers © suivant un rayon, 
en le parcourant toujours dans le même sens. Ce chemin l'ne 
peut avoir aucun point intérieur à un domaine 6,. 

Si les domaines d, remplissent complètement le domaine 4, 
l’un ou l’autre des cas exceptionnels envisagés au n° 15 doit 
se présenter. Comme il a été dit au n° cité, la surface F, de 
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Riemann n'admet dans ces cas que des points de ramification 
d'ordre fini, et chaque branche de œ,(«) est holomorphe ou 
algébrique au point w. 

Dans le cas général le domaine 4 renferme, en dehors des 
domaines d,, encore des domaines d, et 6, (cf. p. 37) en nombre 
fini ou infini, et l’on voit que la surface F, peut présenter des 
formes très variées. Cependant elle admet toujours un nombre 
illimité de feuillets f, correspondant aux domaines 6,, qui ne 
présentent qu’un nombre fini de points de ramification, chacun 
de ces points étant d’ordre fini. Les feuillets f, correspondant 
aux domaines d, peuvent admettre un nombre fini ou infini de 
points de ramification, parmi lesquels figure toujours le point ©. 
Enfin les feuillets f, correspondant aux d, ne couvrent qu’un 
secteur de €, et chacun d’eux est rattaché à une infinité des 
feuillets j,, de telle sorte qu’une infinité des lignes de passage 
tendent vers l’un des rayons limitant ce secteur ou se con- 
fondent avec ce rayon. 


25. Nous allons considérer comme exemples deux fonctions 
entières très simples, dont la première est 
e 1 
e=f@= 
Cette fonction tend vers zéro sur tout chemin s’éloignant à l’in- 
fini dans le demi-plan situé à gauche d’une parallèle quelconque 
à l’axe imaginaire, tandis qu’elle tend vers l'infini sur tout 
rayon issu de l'origine et compris dans le demi-plan droit. La 
fonction inverse z2= (#7) admet donc les points transcendants 
uw —=0 et 7 =. 
Nous ferons voir qu’elle n’en admet pas d’autres. En effet, 
si, sur un chemin [' allant à l’infini, f (2) tendait vers une valeur 


— D : et 1 . 
finie distincte de zéro, la fonction — FPS tendrait vers 


cette même valeur et par suite e” vers l'infini. Le chemin /'est 
donc, à partir d’un certain point, compris dans le demi-plan 


droit, d’où il suit que, si l'on pose z=x+iy—0e", y reste 
q 


2 . à €° 
borné sur ce chemin. Or la relation arg un y montre que 
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y doit aussi rester bornée sur 7, puisque dans le cas contraire 
4 


e L] : e L1 L 1 L] 
_ ne saurait tendre vers une valeur finie distincte de zéro. 


Mais, sur un chemin J° jouissant de ces propriétés, la fonction 
f(2) tend nécessairement vers l'infini Donc 0 et « sont bien 
les seuls points transcendants de la fonction inverse. | 

Sur l’axe réel la fonction f (2) va toujours en croissant par 
des valeurs réelles, de 0 à + æ lorsque z parcourt cet axe de 


gauche à droite. On a, en effet 


ee e(2—1) +1 
A 
et comme cette expression ne s’évanouit pour aucune valeur 
réelle, la dérivée f’(:) garde sur tout l'axe réel le même signe, 
qui est évidemment le signe pus. 

Il y a donc sur l’axe réel un point et un seul, P, pour lequel 
 f(G@)l=7r, et par suite il existe certainement un domaine infini 
4, correspondant à l’intérieur du cercle c de rayon r décrit 
autour du point #—0 comme centre, qui renferme toute la par- 
tie de l’axe réel située à gauche du point P et qui admet un 
contour infini y, passant par le point P et symétrique par rap- 
port à l’axe réel. C’est d’ailleurs le seul contour du domaine .f, 
lequel comprend ainsi toute la partie infinie du plan située à 
gauche de la courbe y. En effet, autrement cette partie du 
plan renfermerait un point où |f(2) > r, et elle devrait alors 
aussi renfermer un domaine ./” correspondant à la portion du 
plan des ” extérieure au cercle ec. Ce domaine 1’ serait néces- 
sairement infini, puisque f(:) est une fonction entière, et ad- 
mettrait donc un contour infini sur lequel | f(:)|—=7 et qui 
serait distinct de y. 

Or il est facile de voir que la courbe représentée par l’équa- 
tion | f(:)| = r ou bien 


e—2e cos y + 1= 7°? (2? + y?) 


ne saurait avoir deux branches infinies distinctes. En cffet on 
voit d’abord immédiatement que sur une branche infinie de 
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cette courbe x et |y] tendent vers l'infini D’autre part, en 
écrivant l'équation précédente sous la forme 


e— 926" cos y — 1? x? + 1 = 7? y, 


on constate que la dérivée du premier membre par rapport à x 
reste positive dès que x dépasse une certaine limite. Cette 
équation ne saurait donc admettre qu’une seule racine x ten- 
dant vers l'infini en même temps que |y|, et, par suite, y est le 
seul contour dù domaine 4, Notre raisonnement prouve de 
plus qu’il n’y a qu’un seul domaine infini 41. | 

Quel que soit r, l’équation f(z) —=0 admet à l’intérieur de 4 
une infinité de racines, puisque f(z) s’annule pour z2—2n#1, 
n=+1, +2,...),et g ,(#) admet donc une infinité de branches 
qui sont finies pour æ —=0. D'autre part, l'élément de œg,(1#) 
qui correspond à une valeur réelle de : tend vers l'infini si 
on le prolonge vers le point #—0 suivant l'axe réel. Donc 
#“—0 est pour g;(x) un point transcendant directement et 
indirectement critique. 

Si l’on prend 7» suffisamment grand, le domaine 4 renferme 
tout laxe imaginaire, et par suite tous les zéros de f(2). La 
partie du plan des 2 située à droite de la courbe y constitue 
alors un domaine .f’, correspondant à l'extérieur du cercle c. 
S'il y avait, en effet, dans cette partie du plan un point où 
f(\1<7r, ce point ferait partie d’un domaine 4, qui ne saurait 
être fini puisqu'à son intérieur l'équation f (2) = 0 est dépourvue 
de racines. Mais nous avons vu qu'il ne peut pas exister deux 
domaines infinis .{. Donc le domaine en question est bien un 
domaine 4”, Puisqu'’il présente un seul contour et que la fonc- 
tion f(2) ne prend jamais la valeur , le point # = x est pour 
g (+) un point transcendant directement critique de première 
espèce. 

Les points critiques algwébriques «®% de œ (iv) sont donnés par 
les équations 


ru) 92%) 2%) 20) 
F'(e") = ze Me 0e no e 1 
ED} | 


ou bien 
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(21) = i - nr uM= ex”, 


Des racines. de la première des équations (21) on doit toutefois 

exclure la valeur z —0, puisqu'elle n’annule pas la dérivée f’(+). 
Les racines de la première équation (21) sont représentées 

géométriquement par les points d’intersection des courbes 


(22) 6e cosy=1—x; e “siny—y. 


La première de ces équations représente une courbe pério- 
dique admettant la période y = 2x. 

ze Elle se compose d’une infinité de 
branches, provenant l'une de l'autre 
par un déplacement de 2# paral- 
lèlement à l'axe des y. L'une de 
ces branches est symétrique par 
rapport à la droite y=#, qu'elle 
coupe en un point dont l’abscisse est 


2=%= 1.2... Cette branche coupe 


© 
ÿ 


l 


s 
= 


l'axe des y aux points y—=0 et 
y =2#, et rencontre toute parallèle 
à l’axe des x comprise dans l’inter- 


valle — . y < us en un seul point, 


S 


dont l’abscisse, inférieure ou égale 
à æo, tend vers — © lorsque y tend 


vers — 7 ou vers 2 
2 2 


Des équations (22) on déduit la 


DAV 


suivante 
(23) pe #— (1-2) 
qui représente un autre lieu des points 2"). Cette nouvelle 
courbe est symétrique par rapport à l’axe des x et admet l’ori- 
gine comme un point double, traversé par deux branches qui 
s'étendent à l'infini à gauche de l’axe des y, et qui forment, 
entre les droites æx—=0 et x—x)—1.:s.. une boucle fermée. 


Sur les arcs de cette courbe situés à gauche de l’axe des y,|7| 
croît constamment lorsque x varie de 0 à — «. 


SR + io PR 


—,,, nee 


or 
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Les deux courbes que nous venons de construire se coupent 
en une infinité de points qui sont situés symétriquement par 
rapport à l’axe des:x. Nous pouvons donc nous borner aux 
points d’intersection du demi-plan supérieur. Tout intervalle 
na <y<(n+i)x en renferme un, sauf l'intervalle 0 <y<# 
qui n’en renferme aucun. Parmi les points d’intersection 
on doit supprimer, outre l’origine, les points compris dans 
les bandes (2n—1)æ <y<2ns, puisque ces points ne vé- 
rifient pas la seconde des équations (22). Les coordonnées 
des points restants, compris respectivement dans les intervalles 
2nx Ly<(2n +i)æ (n=1,2,...), satisfont aux deux équations 
(22) «et nous donnent par suite les zéros de f” (2) situés dans le 
demi-plan supérieur. 

Désignons par 2 — x" +21" celui de ces zéros qui est com- 
pris dans la bande 2»æ <y<(2»+1)æx. On voit que, lorsque 
y croît, x” décroît constamment vers — © et y croît constam- 
ment vers + «©. D'ailleurs les y” se rapprochent de plus en plus 


des valeurs v=(2v+;)r, de telle manière que la différence 


y +D — 79 reste toujours supérieure à 2x. 


De la relation «= e7* 


on conclut que les modules des points 
critiques algébriques **, correspondant aux points 2° situés 
au-dessus de l’axe réel, décroissent constamment et tendent vers 


zéro, tandis que leurs arguments croissent toujours et convergent 


vers la valeur Se Les autres points algébriques sont évidem- 


ment les symétriques des précédents par rapport à l'axe réel, 


wTY et w°®) étant des valeurs conjuguées. 
e*(22—22+2)—2 


Si, dans la dérivée seconde f” (z) — Di 


, on pose 


= 1 : 
2= 2%, et si à e” on substitue la valeur Tv Prise de la 


1 
première des équations (21), on obtient f” BE ay 
expression qui est différente de zéro. Donc tout point w‘” est cri- 
tique seulement pour deux branches de la fonction inverse œ (1#r). 
Envisageons maintenant une courbe simple qui passe par 
tous les points 2"), par ex. celle qui se compose des deux arcs 
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infinis de la courbe (23) issus de l’origine. L’argument de f (2), 
‘qui s’annule à l'origine, tend sur la branche supérieure de cette 
courbe vers 2 sur la branche inférieure :vers 5. La portion 
infinie Ë du plan des z située à gauche de cette courbe est 

représentée par la fonction 
‘w=f(z) sur un domaine $S du 
plan des w limité par une seule 
courbe passant par tous les 
points w'". Traçons dans le 
plan des # une ligne polygo- 


nale Z dont les sommets suc- 
cessifs se confondent avec les 
points ..., wt=b, ail, 2), 
D’après ce qui a été dit concer- 
nant ces points, l’argument de 
« varie sur la ligne L toujours 
dans le même sens. Si alors 


or. 


on prolonge l’élément de g: (w), 
qui prend une valeur réelle au 


" 
ee 
æm 


point d’intersection du segment 


æ” 


uw) de la ligne ZL avec 
l'axe réel suivant cette ligne 
dans l’un et l'autre sens, en 
contournant les points «‘* par 
des arcs infiniment petits tour- 
nant leur convexité vers l’ori- 
gine, le point 2=g (x) décrit 
un chemin 4 à deux branches 
infinies, qui, en vertu de la correspondance conforme des do- 
maines © et S, passe par tous les points 2°! 

Cela dit, pour former les domaines d,, nous avons à con- 
struire les lignes © correspondant aux segments $ qui joignent 
les points w'” à la circonférence € (cf. p. 33). Nous ferons voir 
que chaque domaine d, est limité par une seule ligne o et par 
suite par un seul sewment de y. En effet, dans le cas contraire il 
existerait une ligne 6, soit 6”, telle que le domaine fini limité par 


ce 
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cette ligne et un segment de y renfermerait une autre ligne © 
et, par suite, un segment de la courbe 4 considérée plus haut. 
La ligne 0°’ devrait donc rencontrer cette courbe en deux points 
au moins, ce qui est impossible puisque sur 4 l’argument de 
f(z) ne prend aucune valeur plus d’une fois, tandis que sur 6” 
l'argument de f(2) est constant. Chaque domaine d, est donc 
limité par une seule ligne © et par un segment de f. 

Les domaines d, ne remplissent pas complètement le domaine 
4. La portion restante forme un domaine connexe 4 limité 
par un seul contour. En vertu d’une remarque faite au n° 16 
(p. 36), -/ ne contient donc à son intérieur aucun point 2). 

L'intérieur de 4 est représenté par la fonction «w = f (2) sur 
la moitié du cercle c située à droite de l’axe imaginaire, décou- 
pée suivant chacun des segments s. Le domaine .1 est donc 
bien un des domaines d, définis au n° 16. 

Ce que nous venons de dire subsiste pour toute valeur r, et 
nous sommes donc en état de construire la surface F de Rie- 
mann relative à la fonction inverse q(w). Partons pour cela 
d'un feuillet f étendu sur le demi-plan situé à droite de l’axe 
imaginaire, Marquons dans ce feuillet les points w#(”, et menons 
de chacun de ces points une coupure jusqu'à l'infini suivant le 
rayon issu de l’origine. Prenons ensuite un nombre infini 
d'autres feuillets couvrant tout le plan, dont chacun est muni 
d'une de ces coupures et d’une seule, et raccordons chacun de 
ces feuillets à f suivant les deux bords de leur coupure com- 
mune. La surface ainsi construite est précisément la surface F" 

Considérons dans le plan des «# un contour fermé entourant 
l'origine. Si le point #, partant d'un point w, de la surface F, 
décrit ce contour, il ne reviendra à son point de départ que 
s’il n'aura traversé aucune ligne de passage. Dans tout autre 


cas, et, en particulier, si le point w, se trouve dans le feuillet f, 


le point « traverse une infinité de feuillets, en parcourant alter- 
nativement le feuillet f et un feuillet à une seule coupure. 

On observera encore qu’un élément de g (#), prolongé vers 
#—0 suivant le rayon, ne tend vers l'infini que si le point 
de départ se trouve dans le feuillet f. En particulier, un élé- 
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ment- de @(w) converge toujours vers une valeur finie si 
tend vers zéro par des valeurs comprises dans la moitié du 
plan située à gauche de l’axe imaginaire. 


26. Comme second exemple traitons la fonction entière !) 
w=f(z)=e(1+2— ci). 
Puisque cette fonction tend vers l'infini sur l’axe réel positif et 
vers zéro dans la direction opposée, #w — æ et w—0 sont des 
points transcendants pour la fonction inverse 2 — g (4). 
Les points critiques algébriques w'*' de œ (rw) sont donnés par 
les équations 


f (20) — (1 + 1) pa (1 a eiz®) _ 0, ut = € 


20 


(+1:— eiz”), 
d'où il suit ‘ 

2—=2vae, ue, (v=0, +1, +2,...). 
Les points #{* se trouvent donc tous sur l’axe imaginaire posi- 
tif, et admettent w — 0 et w— « comme points-limites. 

Puisque la dérivée f” (2) = (1 +2) e’ (1 — (1 +2)e'*) prend pour 
2—= 2%) la valeur (1 —2)e?"* qui est distincte de zéro, il se per- 
mute autour de tout point w” deux branches seulement de œ (w). 

Pour la division de g(w) en branches uniformes, nous aurons 
à considérer la courbe du plan des z sur laquelle s’évanouit la 
partie réelle de f(2). En posant 2= zx + 2y, w = u + iv on trouve 


u = e* [(cos y — sin y) —e—* cos (x + y)], 


(24) v= e* [(cos y + sin y) — e—vsin (x +4)]. 


La courbe considérée est donc représentée par l'équation 
(25) cos (x + y) = e* (cos 7 — sin y), 


d'où l’on conclut qu'elle admet par rapport à x la période 2x. 


1) Cette fonction se déduit de la fonction entière 


2434. 2+4. 2i2 


na | LE = 2 
w=e À "Fcosz—i(2+le À ‘“sinz=e À (tee) 


L 


qui a été considérée par M. BouTRoux à différentes réprises (Leçons elc., 
p. 77 et Sur l'indelermination ete., p. 333), en y faisant 1 = à et en remplaçant 


2 ar À 
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2=-—-1——+2nx, (n=0,+i,+2,...) 


passe une branche de cette courbe. Ses seuls points multiples 
sont les points 2", dont chacun est traversé par deux branches. 
D'ailleurs la courbe (25) ne peut présenter aucune branche 
fermée, et, sur chacun de ses segments qui ne renferme aucun 
point 2%, la partie imaginaire de f(z) varie toujours dans le 
même sens. 

La courbe (25) coupe l’axe des y aux points dont les ordon- 
nées vérifient l'équation | 


tangy=1—ey, 


Chacun des intervalles n# < y (r + ) a (n—=1,2,...) com- 


* prend un de ces points d’intersection, lesquels se rapprochent de 


plus en plus des points y=}+na, tandis que les intervalles 


(r -;) a <y<nx(n=1,2,...) n’en comprennent aucun. Comme 
d’ailleurs l’équation (25) n’est vérifiée pour aucune valeur 


x Si y=h a (k—1,2,...), on en conclut que chacune des bandes 


infinies n# y < (r + 5) æ,(n=1,2,...) renferme une branche 
et une seule 0”, de la courbe (25) qui s’étend à l'infini dans 
les deux directions, tandis que les bandes n—s)r<y<ne 


(n—1,2,...) ne renferment aucune branche de cette courbe. 
Il résulte de la dernière équation (24) que la fonction f (2) varie 
sur 0, de 0 à +2, et sur 0'2,-1 de O0 à —2, lorsque 2 
parcourt ces branches de gauche à droite. 

Pour étudier les branches de la courbe (25) situées au-des- 


sous de la droite = cherchons d’abord leurs points d’inter- 


section avec les droites x+y—hx (h—0,+1,+2,...). Les 
ordonnées de ces points vérifient l’équation 


cosy—siny—=(—1)e *. 


Pour une valeur paire de , celle-ci n’admet que la racine double 
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y —=0, et, pour k impaire, elle admet une seule racine simple 
Yy = Yo =1.03..< D Cette valeur y, est d’ailleurs la plus grande 


valeur que saurait prendre y sur les branches considérées de 


6, 7 | 
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la courbe (25). D’autre part, si l’on donne à y la valeur —2kx, 
k étant un entier positif, les abscisses des points correspondants 
de cette courbe vérifient l’équation cosæ —e-?#7, On en con- 
clut que de chacun des points 2"—2vx partent deux arcs infi- 
nis de la courbe (25), situés dans le demi-plan inférieur et com- 
pris respectivement dans les bandes (2» —1)x <z+y<2vxet 
2vAx<x+y<(2v+1)x, et s’approchant respectivement des 


droites s+y=(er-;)# et c+y=(or+;)r Le dernier de 
æ .log2 


ces arcs renferme le zéro 4177 9 +2vsx de f(2). D'autre part, 


deux points consécutifs 2° et z®+1) sont reliés par un arc fini 
de la courbe (25) compris dans la bande 0 < y < yo. 


“ 


_s 
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Nous désignerons par 6, la branche de la courbe (25) qui 
se compose de l’arc qui relie les points 2 =0 et 21 —2# et 
des deux arcs infinis compris respectivement dans les bandes 
—n L<x+y<0 et 25 <x+y<L<Bx. Les autres branches 6, de 


ë CNE : Li À 
cette courbe qui sont situées au-dessous de la droite y = 8e 


déduisent de ©, par une translation de 2n# parallèment à l’axe 
des x. | 

De la dernière des équations (24) il suit que la fonction f (2) 
tend sur la branche gauche de toute courbe 6, vers + 2, sur 
la branche droite vers —2æ. Sur l’arc de ©, situé au-dessus 
de l’axe réel, v est positive et croît constamment lorsque z par- 
court cet arc de gauche à droite. | 

Dans la figure ci-dessus nous avons esquissé les courbes 0, 
et o,, en y indiquant par des flèches les directions dans les- 
quelles à va en croissant, ainsi que, entre parenthèses, les va- 
leurs-limites de f(+) sur ces courbes. Les zéros de f(z) y sont 
également marqués. 

Nous ferons maintenant voir que f(2) n’admet outre 0 et 
aucune valeur asymptotique. La forme de la courbe (25) nous 
montre d’abord. que, s’il y a un chemin allant à l’infini sur le- 
quel f(z) tend vers une limite distincte de 0 et æ, ce chemin 
doit s’éloigner indéfiniment de l’axe des y, car autrement il cou- 
perait une infinité de branches de cette courbe, et l’argument 
de f(2) ne saurait donc tendre vers une limite finie. Or il ré- 
sulte de l'inégalité 

F@RI<EÆ(r2+e7*) 


que, si le chemin considéré s'étend à l’infini dans le demi-plan 
gauche, son ordonnée y doit décroître indéfiniment, de sorte qu’il 
couperait encore une infinité de branches 0,. D'autre part, 
l'inégalité 
fOI>e* Ve? 


montre que le chemin en question, s’il tend à l'infini dans le 


demi-plan droit, doit s'approcher indéfiniment de la droite 


y = _. Mais la fonction f(2:)—e’(1+2—e':) ne peut pas 


te 


64 


rester bornée sur un tel chemin. Donc cette fonction n’admet 
que les valeurs asymptotiques 0 et œ, qui sont par suite les 
seuls points transcendants de g (1). 

De ce qui précède on conclut qu’à la circonférence d’un cercle 
c de rayon r ayant &w —0 comme centre, il correspond, dans le 
plan des 2, une courbe y et une seule qui est infinie, et d'autre 


part une infinité de courbes fermées y, situées à droite de la 


première et renfermant chacune un seul zéro de f(2). Dans la 
figure ci-dessus nous avons marqué les courbes y par des 
lignes pointillées. 

La portion infinie du plan des z située à gauche de la courbe 
infinie y constitue un domaine À correspondant à l’intérieur du 
cercle ce, de même que tout domaine fini limité par un contour 
y fermé. La partie infinie restante du plan des z forme donc 
un seul domaine 4’ correspondant à l'extérieur de c. 

Le point transcendant « — © est un point directement critique, 
puisque la fonction f(2) ne prend jamais la valeur =. 
Comme le domaine 4’ admet, quel que soit r, une infinité de 
contours, ce point est de seconde espèce. 

A l’intérieur du domaine infini 1, l’équation f (2) = 0 présente 
une infinité de racines. D'autre part, l’élément de g,(:#r) cor- 
respondant à un point d’une courbe 0, tend vers l'infini, si 
on le prolonge vers «= 0 suivant l’axe imaginaire. Il s’ensuit 
donc que # —0 est un point transcendant directement et indi- 
rectement critique. 

La construction des domaines d, compris dans le domaine in- 
fini 4 s’effectuera maintenant sans difficulté. Puisque les points 
1% sont tous situés sur l’axe imaginaire positif, les coupures s 
(cf. p. 33) font partie de cet axe, et les lignes © correspondantes 
sont donc constituées par certains arcs des courbes 0, con- 
sidérées plus haut. De toute courbe 0, on doit supprimer la 
branche droite située au delà du point 2(n+1)#æ, puisque sut 
cette branche la partie imaginaire de f'(2) est inférieure à sa 
valeur au point 2(n+1)æ. Les domaines d, sont donc contigus 
deux à deux, et chacun d’eux est représenté par la fonction 
—=f(2) sur l’intérieur du cercle c muni d’une seule coupure. 
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Les domaines d, laissent découverte une portion infinie 4 de 
4, limitée par un seul contour et ne renfermant intérieurement 
aucun point 2". Pour diviser 4 en domaines 6, et 6, (cf. p. 37), 
traçons le rayon r suivant l’axe imaginaire négatif. Les lignes 
correspondantes @ du plan des z se confondènt alors avec les 
arcs des branches 6”:,_, (n —1,2,...) compris dans 4. Des do- 
maines ainsi obtenus l'inférieur est un domaine 6, qui est re- 
présenté par #—f(z) sur la moitié du cercle c située à gauche 
de l'axe imaginaire, tandis que tous les autres sont des domai- 
nes d, correspondant au cercle c découpé suivant l’axe imagi- 
naire négatif. 

Puisque tout ce qui précède subsiste quelque grand que soit 
r, nous sommes donc en état de construire la surface F' de Rie- 
mann correspondant à la fonction inverse œ (w). 

Choisissons un feuillet f étendu sur le demi-plan situé à gauche 
de l’axe imaginaire, et d’autre part un nombre infini de feuil- 
lets identiques, fi, f,...,f:,..., formés du plan des » tout en- 
tier, découpé suivant l’axe imaginaire négatif. Ces feuillets se- 
ront reliés entre eux de telle sorte que le bord gauche de la 
coupure de f, se rattache toujours au bord droit de la coupure 
de f,+1, le bord droit de la coupure de f, étant raccordé au 
feuillet f. 

Divisons ensuite l’axe imaginaire positif en un nombre illimité 
de segments finis, ..., 8_:, So, 51, 82,..., # étant limité par les 
points 2e?" et 2e?" +l*, et prenons une suite infinie de feuillets 
cs) [is for fs fa... dont chacun couvre tout le plan des »r. Dé- 
coupons enfin chaque feuillet f, suivant l’axe imaginaire posi- 
tif depuis 2e°*r à l'infini, et raccordons f, suivant le bord gauche 
de cette coupure au bord opposé du feuillet f,-:, tandis que, du 
bord droit de la coupure de /,, le segment s, sera raccordé au 
feuillet f et la portion infinie restante au bord gauche de f, +1. 

Pour faciliter l’intelligence de cette construction de la surface 
F', nous reproduisons ci-dessous pour 7 — æ la division du plan 
des z en domaines 6, 6 et d, en indiquant pour chaque domaine 
le feuillet correspondant de la surface F" 
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Considérons un contour fermé entourant le point # = 0, par ex. 
un cercle c de rayon r décrit autour de ce point comme centre. 
Soit «, un point de cette circonférence situé dans le feuillet /, 


« 


de la surface F. Si r <e‘"7r, le point w reviendra à son point 
Î 


f, 


de départ sur Æ' après avoir accompli un tour de c dans un 
sens quelconque. Si au contraire r > e**, et si n, désigne l’en- 
tier qui satisfait à la condition 1!) e?"7<r, <'e(m+1x, le point 
« traversera successivement les feuillets fh, fn+41,..., fn f, A 

. S'il parcourt le cercle c dans le sens direct, tandis qu'il tra- 
versera les feuillets f,, fn, 1, fn—2,.., fos f1r as -.. 8i le sens de 
son mouvement est indirect. Dans les deux cas il traversera 
donc une infinité de feuillets distincts, mais tandis que dans le 
premier cas les branches successives de œ (x), à partir d’une 
certaine d’entre elles, se permutent autour de w = 0 comme au- 
tour d’un point de ramification d’ordre infini ou point logarith- 


1) L'égalité doit évidemment être exclue. 
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mique, on ne rencontrera dans le second cas que des branches 
qui sont régulières au point w—0, et qui se permutent autour 
d’une infinité de points critiques algébriques situés dans son 
voisinage. 

Un fait analogue se présente si le point «, se trouve dans l’un 
des feuillets f,; toutefois, dans ce cas, le chemin en question ne 
se ferme jamais sur la surface F. 
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